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GA 
Wolno drukować, pod warunkiem złożenia w Komitecie Cenzury. po 
wydrukowania, prawem przopisanćj liczby egzemplarzy. 


w Warazawie, dnia 20 Lutego (4 Marca) 1865 r- 
p. o. Cenzora, J. A. Rogalski. 


w Drukarni Gazety Polskiój. 
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„jako granice do których dą 


PRZEDMOWA. 


Ę Pisząc Solidometryą , nie było zamiarem moim obszerne 
wypracować dzieło i przedmiot w zupełności wyczerpać : 
chciałem jedynie w systematycznym wykładzie skreślić kurs 


elementarny do planu szkolnego zastosowany, któryby mógł 


służyć za podręcznik dla uczą 


się młodzieży. Za tą idąc 


myślą, starałem się przedewszystkićm o jasność i zrocumia- 
łość, a dla elementarności nieraz prawdziwą matematyczną 


zwięzłość poświęciłem. 

Dla uogólnienia obliczeń bryłowatości kloców grania- 
stosłupowych; wprowadziłem sposób jej dochodzenia za po- 
mocą tak zwanej linii przebiegu środka ciężkości, 
Sposób ten dozwalający obliczać bryłowatość kloców grania- 
stoslupowych i waleowych, opiera się jedynie na wynalezie- 
niu środka ciężkości wielokąta, co powinno już być znane 
słuchającym wykładu Solidometryi. 


Bryły okrągłe, mianowicie walce i ostrokręgi, uważałem 


q -graniastoslupy i ostrosłupy 
w miarę powiększania się liczby ścian. Metoda ta najlepicj 
trafia do przekonania młodzieży. 
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Wyrażenie równoległościan prosty i prosto- 
kątny zdawało mi się zbyt długą i niezręczną w użyciu 
nazwą. Biorąc" pod uwagę, że wszystkie ściany tej bryły 
są wzajem do siebie prostopadłe, co jest charakterystyczną 
i zupełnie odróżniającą cechą, nazwałem bryłę tę prosto- 


padłościanem, na podobieństwo równoległościanu. 
Zrozumienie dowodzeń w Solidometryi, wymaga głó- 
wnie dokładnego pojęcia figury. Zwróciłem też baczną na 
rysunek uwagę, starając się przedstawić figury tak, aby 
były zrozumiałe każdemu chociażby nie mającemu pojęcia 
o samćj nauce i aby na pierwszy rzut oka można było 
rozpoznać przedmiot rysunkiem wyobrażony.  Umieściłem 
„figury w tekscie, nie szezędząc żadnych w téj mierze ko- 
sztów, żeby ułatwić czytanie i zapobiedz zmudnéj a odry- 
wającćj uwagę pracy, szukania figur w tablicach na końcu 
książki umieszczonych. a 
Wreszcie, dla dania uczącym się sposobności probowa- 
nia sił na drodze samoistnego dochodzenia, zakończyłem 
kurs Solidometryi zadaniami teoretycznemi i praktycznemi. 
Odpowiedzi na niektóre zadania zamieściłem, a inne opu- 
ściłem. Są odpowiedzi, które same przez się drogę postę- 
powania wyjaśniają, zamieszezenie ich więc byłoby sprze- 


czne z celem przezemnie zamierzonym. 
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Stron: wiersz: zamiast: | czytaj: 
51  lI4odgóry w kącie bryłowym trój- w kącie bryłowym wie- 
ściennyn lościennym 
152 10oddołu graniastosłup pochyły k kloc graniastosłupo- * 
ę wy pochyły 
163 13oddoła fig.isz ne 137. 
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ROZDZIAŁ I. 


O LINIACH PROSTYCH I PŁASZCZYZNACH PRZECINAJĄCYCH SIĘ 
Z PŁASZCZYZNAMI. 


1. Wiadomo, że płaszczyzna jest to powierzchnia, do 
którćj przyłożona linia prosta i obracana w różne strony, 
zawsze wszystkiemi punktami do nićj przystaje; a że przez 
dwa punkta tylko jedna linia prosta przechodzić może, więc 
prosta mająca dwa punkta wspólne z płaszczyzną, cała do 
nićj przystaje, czyli leży na tćj płaszczyznie. 

Przez jedną linię prostą można przeprowadzić nieskoń- 
czoną liczbę płaszczyzn; o czém łatwo się przekonać wyo- 
brażając sobie, że około prostéj daućj obraca się płaszczy- 
zna, która w czasie takowego obrotu coraz zmieniając 
swoje położenie, przedstawia coraz inną płaszczyznę przez 

- daną prostą przechodzącą. 

Ponieważ zaś przez jeden punkt przeprowadzić można 
nieskończoną liczbę linii prostych, więc można także przez 
jeden punkt przeprowadzić nieskończoną liczbę płaszczyzn. 

2. Tak jak linie proste dają się do nieskończoności 
przedłużać w obie strony, tak téż i płaszczyzny we wszy- 
stkie strony rozszerzać się mogą. 


1 
Solidometrya. 
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Twierdzenie. > 1 
3. Dwie proste przecinające się oznaczają položeni 


płaszczyzny. ` 
Założenie, Dwie linie proste AB i BC (fig. 1) prze- 
cinające się w punkcie B leżą na jednéj płaszczyznie. 
Dowodzenie. Przez linią A B 
B przeprowadzam płaszczyznę 
i obracam ją około tój linii 
tak, ażeby natrafiła na któ- 
rykolwiek punkt linii BC, 
np. na punkt C. Wówczas linia 
BC mieć będzie dwa punkta 
B i C wspólne z płaszczyzną 
Fig. 1. a tém samém leżeć będzie na téj 
płaszczyznie. Dwie linie więc, it. d. co było do okazania. 
Ztąd wypada, że: 
a) Trzy punkta nie leżące na jednćj linii prostćj, jak 
np. A, B i C (fig. 1). 
b) Linia prosta i punkt zewnątrz niéj wzięty, jak np. 
linia AB i punkt C (fig. 1) leżą na jednćj pła- 
szczyznie. 
(Hi Nakoniec: 
c MEJ 1028 g ©) Dwie linie od 
siebie równo- 
odległe, jak: 
€ D np. ABi CD 
F (fig. 2) leżą 
także na je- 
Fig. 2. z dnéj płaszczy- 
znie, bo przeciąwszy je sieczną EF, przypadek 
ten sprowadza się do n° 3. 


A 
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Twierdzenie. 

4. Wspólne przecięcie się dwóch płaszczyzn jest linią 
prostą. 

Założenie. Niech będą (fig. 3) dwie płaszczyzny AB 
i BC przecinające się z sobą, trzeba dowieść że ich wspól- 
ne przecięcie B D jest linią prostą. 

Dowodzenie. Gdyby linia B D nie była prostą, to mo- 
żnaby obrać na nićj trzy punkta np. B, E i D, któreby na 
jednćj linii prostćj nie 
leżały. Ponieważ zaś te 
trzy punkta B, Ei D 
są obrane na wspól- 
ném przecięciu danych 
dwóch płaszczyzn A B 
i BC, więc należałyby 
tém samém tak do je- 
dnéj jak do drugićj pła- 
szczyzny. Przez trzy 
zatóm punkta nie będą- 
ce na jednćj linii pro- 
stój, możnaby przeprowadzić dwie różne płaszczyzny, co 
być nie może (n° 3, a). A zatóm wspólne przecięcie się 
dwóch płaszczyzn i t.d. co było do okazania. 

5. Linia prosta jest wówczas równoodległą od płaszczy- 
zny, gdy przedłużona jak najdalćj w obie strony, nigdy tój 
płaszczyzny nie spotka. 

6. Punkt w którym linia spotyka płaszczyznę, lub się 
z nią przecina, nazywa się spodkiem linii. 

7. Linia prosta jest prostopadłą do płaszczyzny, gdy 
jest prostopadłą do wszystkich linii przez jéj spodek na téj 
płaszczyznie przechodzących. 
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Twierdzenie. 

8. Jeżeli linia prosta jest prostopadłą do dwóch linii 
przez jéj spodek na płaszczyznie przechodzących, to jest 
prostopadłą i do każdćj innćj prostćj, przez jéj spodek na tej 
płaszezyznie przechodzącej, a tóm samćm prostopadłą i do 
płaszczyzny (ne 7). 

Zułożenie. Jeżeli linia AB (fig. 4) jest prostopadłą 
do dwoch linii prostych BC i BD przez jéj spodek B na 
płaszczyznie MN przechodzących, to będzie prostopadłą 
i do każdćj innćj linii np. BE, przez jéj spodek na tójże 
płaszczyznie przechodzącćj, a tém samém będzie prostopa- 
dłą do płaszczyzny. 

Dowodzenie. Na dowodzenie tego obieram na linii BÆ 
dowolny punkt Æ, i przez ten punkt na płaszczyznie M N 

prowadzę linię CD, któ- 

A raby opierając się na li- 

N niach BC i BD, dzie- 

È liła się w punkcie Æ na 

dwie równe części. Pun- 

kta C, E i D, z punktem 

A łączę liniami prostemi 

i uważam: że w trójkącie 

CAD środek podstawy 

CD, to jest punkt Æ, 

połączony jest z wierz- 
chołkiem A linią prostą A E, zatóm jest: 


LA 


Fig. 4. 


ARE EE > 
vy Ad+AD=2AE+2DE 
Podobnież w trójkącie (BD leżącym na płaszczy- 
znie MN jest: 
— 3 —2 — 2 -— 2 
2) BC+BD=2BE+2DE 
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Odjąwszy drugie równanie od pierwszego będzie: 
ESEJ YJ 2 ith, 
3) (4C—B0)+(4AD—BD)=2AE—2BE 


Ponieważ trójkąty ABC i ABD są prostokątne, 
gdyż z założenia linia A B jest prostopadłą tak do B C jak 
ido BD, więc w równaniu (3): 


AE SUIRA WIEŻE) ==" = 

AC- BC=AB i AD—BD=AB 
Równanie to więc zamieni się na: 

i 2 —ą ea ZĘ, 
AB+AB tyli 2 AB = XAE—92BE 
Podzieliwszy to ostatnie równanie przez 2, wypadnie: 

—8 — — 2 
AB = AE — BE. 
+. 

A że to gdzieindziéj być nie może, jak tylko w trój- 
kącie prostokątnym, żeby kwadrat z jednego boku był 
równy różnicy kwadratów z dwóch drugich boków, więc 
trójkąt ABE jest prostokątnym, a bok najdłuższy AE 
przeciwprostokątną. Kąt zatóm A BE jest prosty i linia 
AB jest prostopadłą do BE, dowolnie przez jéj spodek 


na płaszczyznie MN poprowadzonćj, a ztąd i prostopadłą 
do płaszczyzny MN, co było do okazania. 


Twierdzenie powyższe można jeszcze dowieść w inszy 
sposób, a mianowicie: 


Dowodzenie 27 Linię A B przedłużam tak, aby prze- 
dłużenie BF było równe AB (fig. 5), nadto linie BC, 
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BE i BD przecinam dowolną linią prostą DC. Punkta 
C, Ei D z punktami Ai F łączę liniami prostemi i uwa- 
żam, że ponieważ z wykreślenia AB = BF a z założenia 
AF jest prostopadłą do BC, więc AC=CF jako po- 
chyłe równo oddalone od spodka prostopadłćj. Podobnież, 
ponieważ AB=BF 
i nadto A B prostopadła 
do B D, więc AD=DF, 
Dwa więc trójkąty A CD 
i FCD mają bok 
AC=CF i bok AD=DF 
z dowiedzenia, a bok D C 
wspólny, więc są sobie 
równe, a z ich równo- 
ści wypada, że kąt 
ADE=FDE. Uwa- 
żam teraz dwa trójkąty 
ADE i FDE, które 
mają bok A D=FD z dowiedzenia, bok DE wspólny 
ikąt ADE=PFDE także z dowiedzenia, więc trójkąty 
te są sobie równe, a ztąd bok A Æ = F E. Linia więc BE 
ma dwa punkta B i Æ równo oddalone od końców linii A F, 
jest więc do téj linii prostopadłą i nawzajem linia AF jest 
prostopadłą do BE, a tém samém prostopadłą do wszel- 
kićj innćj linii przez jéj spodek na płaszczyznie M N prze- 
chodzącćj, czyli jest prostopadłą do płaszczyzny. Jeżeli za- 
tém linia prosta jest prostopadłą do dwóch linii it.d. co by- 
ło do okazania. 


Fig. 5. 


Twierdzenie. 


9. Przez punkt wzięty na płaszezyznie, jedną tylko pro- 
stopadłę do tój płaszczyzny poprowadzić można, 
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Założenie. Przez punkt A (fig. 6) wzięty na płaszczy- 
zmie MN jedną tylko prostopadłę A B do téj płaszczyzny 
poprowadzić można. 

Dowodzenie. Przypuśćmy, że przez punkt A drugą pro- 
stopadłę AC do płaszczyzny MN poprowadzić można, 
to przeprowadziwszy 
przez linie AB i AC 
płaszczyznę (nm 3), 
ona przetnie się 
z płaszczyzną M.N po 
prostćj D E (ne 4). 

Ponieważ linia 
AB z założenia jest 
prostopadłą do pła- 
szczyzny MN, więc 

Fig. 6. jest prostopadłą i do 

linii DE przez jéj 

spodek A na téj płaszczyznie A/N przechodzącćj. A że linia 

AC z przypuszczenia ma być prostopadłą do płaszczy- 

zny MN, więc byłaby także prostopadłą do linii D Z 

(m7). Przez jeden więc punkt A, możnaby na pła- 

szczyznie CAB poprowadzić dwie prostopadłe do linii D £, 

co być nie może. A więc przez punkt wzięty na płaszczy- 
zmie i t. d, co było do okazania. 


Twierdzenie. 
10. Z punkiu danego nad pł „ tylko jedną 
prostopadle do tij plas: 


eny spuścić można. 


Założenie. Z punktu A wziętego nad płaszczyzną MN 
(fig. 6“), tylko jedną prostopadłe A B do tćj płaszczyzny 
spuścić można. 
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Dowodzenie. Gdyby przez punkt A można było do 
płaszczyzny M N poprowadzić drugą prostopadłę np. A C, 
to przesunąwszy przez dwie linie AB i AC płaszczyznę, 
płaszczyzna ta przetnie się z płaszczyzną MN po pro- 
stój B C. Ponieważ z założenia prosta A B jest prostopadłą 
do płaszczyzny MN, 
więc jest także prosto- 
padłą i do linii BC, 
jako przechodzącćj 
przez jéj spodek i le- 
żącój na płaszczy- 
znie MN. Że zaś li- 
nia AC jest z przy- 
puszczenia prostopa- 
dłą do płaszczyzny 
MN, więc byłaby 

Fig. 6 a. także prostopadłą 

i do linii BC. Na 

płaszczyznie więc A BC, możnaby z punktu A spuścić 

dwie prostopadłe do prostćj B C, co być nie może. A więc 

przez punkt wzięty nad płaszczyzną i t. d, co było do 
okazania. 


11 Uwaga. Ponieważ przez punkt wzięty nad pła- 
szczyzną, jedną tylko prostopadłę do płaszczyzny popro- 
wadzić można, więc prostopadła ta mierzy prawdziwą od- 
ległość punktu od płaszczyzny. Odległość ta bowiem mie- 
rzona po prostopadłćj zawsze wypadnie jedna i ta sama, 
gdy tymczasem mierzona po każdćj innćj linii z tego pun- 
ktu do płaszczyzny poprowadzonćj, jak się to zaraz poniżćj 
okaże, wypadałaby coraz insza, pomimo, że oddalenie pun- 
‘ktu od płaszczyzny pozostałoby nie zmienne. 
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Twierdzenie. 


12. Jeżeli s punktu wziętego nad płaszezyzną spuści- 
my do nićj prostopadłę i ilekolwiek pochyłych, to będzie: 
1° Prostopadła krótszą od każdćj pochyłćj, a więc najkrót- 
szą ze wszystkich linii jakie z punktu wziętego nad płaszczy- 
zną do téj płaszczyzny poprowadzić można. 2 Pochyłe 
równooddalone od spodka prostopadłej, będą sobie równe. 
3° Z dwóch pochyłych ta będzie dłuższa, która się bardzićj 
od spodka prostopadłćj oddala. 

Założenie. Jeżeli z punktu A (fig. 7) śpuścimy pro- 
stopadłą A B do płaszczyzny MN tudzież pochyłe A C, 
AD, AE, i t.d., to prostopadła AB będzie krót- 
szą od każdćj po- 
chyłćj, np. od po- 
chyłćj AC, a tóm 
samóm będzie naj- 
krótszą ze wszy- 
stkich linii jakie 
z punktu A do pła- 
szezyzny MN po- 
prowadzić można. 
Pochyłe AC, AD 
i AE równoodda- 
lone od punktu B, spodka prostopadłćj AB, będą sobie 
równe, a z pochyłych nie równo oddalonych od spodka 
prostopadłćj, pochyła AG będzie dłuższą np. od AE za: 
kładając że B G>BE. 


Dowodzenie. Ponieważ linia AB jest prostopadłą do 
płaszczyzny MN, więc jest prostopadłą i do linii BC 
przechodzącćj przez jéj spodek B, a leżącćj na płaszczy- 


Solidometrya. 


Fig. 7. 
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znie MN; trójkąt więc A BC jest prostokątny przy B, 
i AB jako ramię kąta prostego jest mniejsze od przeciw- 
prostokątnój AC, czyli, że prostopadła jest krótszą od ka- 
źdćj pochyłćj a tém samém it. d. 

Dla dowiedzenia że pochyłe AC, AD i AE równo 
oddalone od spodka prostopadłćj są sobie równe, uważam 
trójkąty ABC, ABDi ABE. Trójkąty te mają bok 
AB wspólny, boki 
BC, BDi BE 
z założenia równe 
między sobą i ką- 
ty ABC, ABD 
i ABE równe ja- 
ko kąty proste, bo 
linia A B jest z za- 
łożenia _ prostopa- 
dłą do płaszczy- 
zay MN, są więc 
między sobą równe, a w szczególności boki AC, AD 
i AE są sobie równe, czyli, że pochyłe równooddalo- 
ne it. d. 


Fig. 7. 


Nakoniec dowieść potrzeba że pochyła AG dłuższą 
jest od AE, zakładając B G> BE. Na linii BG odcinam 
B F=BE i łączę punkt A z punktem F linią prostą, to 
na płaszczyznie A BG jest, jak wiadomo z Planimetryi, 
AG>AF. Aże AF=AE bo BE=BF z wykreśle- 
nia, więc jest A G>A E, czyli, że z pochyłych ta jest dłuż- 
szą i t. d. co było do okazania. 

13. Uwaga. Spodki pochyłych równych znajdują się 
na jednym okręgu koła, którego środkiem jest spodek pro- 
stopadłćj. 


http://rcin.org.pl 


M = 


Z tćj uwagi nastręcza się sposób praktyczny, spuszcza- 
nia z punktu wziętego nad płaszczyzną, prostopadłćj do tćj 
płaszczyzny. Natrafić tu możemy na dwa przypadki: 


1” Jeżeli płaszczyzna jest poziomą, wówczas kierunek 


14. Jeżeli ze spodka prostopadłćj do płaszcz 
prowadzimy prostopadłe do linii leżącej na płas: 


pionu, czyli sznurka, u którego końca zawieszony 
jest ciężarek, wskazywać będzie prostopadłę do tćj 


Jeżeli płaszczyzna ma położenie pochyłe do pozio- 
mu, wówczas z punktu danego prowadzą się do tćj 
płaszczyzny trzy pochyłe równe, przez ich spodki 
przeprowadza się okrąg koła, którego środek bę- 
dzie spodkiem prostopadłćj; połączywszy więc śro- 
dek tego koła z punktem danym linią prostą, otrzy- 
mamy żądaną prostopadłę. 


Twierdzenie. 


i spodek téj drugićj prostopadłej połączymy z którymkol- 
wiek punktem pierwszej prostopadłej linią prostą, to ta linia 


będzie także prostopadłą do oucćj linii le. 


żącćj na płaszczyznie. 


Założenie. Jeżeli. z pun- 
ktu B, spodka linii A B 
(fig. 8) prostopadłćj do 
płaszczyzny MN, popro- 
wadzimy linię BD pro- 
stopadłą do linii C Z leżą- 
cój na płaszczyznie MN, 
i spodek tćj drugićj pro- 
stopadłćj, to jest punkt D 
połączymy z którymkol- 
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wiek punktem prostopadłćj AB, np. z A prostą AD, to 
ta prosta A'D będzie prostopadłą do linii CE. 4 

Dowodzenie. Na dowodzenie tego robię DCE DE 
ipunkta Ci E z zul AiB łączę liniami prostemi. 


4 d Ponieważ z założenia jest 
N j BD prostopadłą do EC, 


N : a nadto DC = DE, więc 
Sg tóż jest i BC = BE jako 
NA 


pochyłe równo oddalone 
od spodka  prostopadłćj 
BD. A skoro BC=BE 
więc i ACSAE jako 
pochyłe równo oddalone 
od spodka prostopadłej 
AB. Dwa więc trójkąty ADC i ADE mają bok AD 
wspólny, bok D C= DE z wykreślenia i bok A C= AE 
z dowiedzenia, są więc sobie równe, a z ich równości wy- 
pada, że kąt ADC = ADE; że zaś tosą kąty przyległe 
i są sobie równe, więc musz: proste, a zatóm linia A D 
e spodka prostopadłój 
ny it d, co było do okazania. 


jest prostopadłą do EC. Jeżeli więc 


do płaszezyz 


15. Wniosek. Ponieważ prosta ÆC jest z wykreślenia 
prostopadłą do B.D, a z dowiedzenia prostopadłą do A D, 
więc jest prostopadłą do dwóch linii BD i AD na pła- 
szezyznie ABD przez jéj spodek D przechodzących, za- 
tém jest prostopadłą i do téj płaszczyzny ABD. Nawza- 
jem więc płaszczyzna AB D jest prostopadłą do linii Æ C. 

16. Uwaga. Jeżeli w trójkącie prostokątnym, jedno 
ramię kąta prostego jest prostopadłe do pewnćj płaszczy- 
zny, a drugie do linii leżącćj na tćj płaszczyznie, to ni 
tylko przeciwprostokątna będzie prostopadłą do linii leżą- 
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cój na płaszezyznie, ale i cała powierzchnia trójkąta będzie 
do owćj linii prostopadłą, `i nawzajem linia ta będzie do 
płaszczyzny trójkąta prostopadłą. 

Twierdzenie. 

17. Dwie linie proste, prostopadłe do jednój płaszczy- 
zny, są od siebie równoodległe. 

Założenie. Niech będą dwie linie proste AB i CD 
(fig. 9) prostopadłe do płaszczyzny M N, mam dowieść, że 
te dwie linie są od siebie równoodległe. 

„Dowodzenie. Na dowodzenie tego łączę punkt B z pun- 
ktem D linią prostą. Ponieważ linia B D ma dwa punkta 

Bi D wspólne z pła- 
A c szczyzną MN, więc le- 
ży na tćj płaszezyznie 
(n*1); a że linia AB 
jest z założenia prosto- 
padłą do płaszczyzny 
MN, więc jest pro- 
stopadłą i do linii BD 
(m7). Dla tćj samćj 
przyczyny linia © D jest 
prostopadłą do BD; dwie więc te linie AB i CD są 
prostopadłe do jednćj linii prosté} BD, zatém są od sie- 
bie równoodległe. A więc dwie linie prostopadłe do jednej 
płaszczyzny it. d. co było do okazania. 


Fig. 9. 


Twierdzenie. 


18. Z dwóch linii równoodległych , jeżeli jedna jest pro- 
stopadłą do płaszczyzny, to i druga jest także do táj pła- 
szczyzny prostopadłą. 
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Założenie. Niech będą dwie linie AB i OD (fig. 10) 
od siebie równoodległe. Zakładam że linia A B jest pro- 
stopadłą do płaszczyzny M N, mam dowieść że i linia © D 
będzie do płaszczyzny M N prostopadłą. 

Dowodzenie. Na dowodzenie tego, przez dwie linie 
równoodległe AB i CD przeprowadzam płaszczyznę 
(n*3,c), która przetnie 
się z płaszczyzną MN 
po linii prostćj B D. Po- 
nieważ AB jest z za- 
łożenia prostopadłą do 
płaszczyzny MN, więc 
jest prostopadłą i do li- 
nii BD, ażelinia C D 
jest z założenia równo- 
odległą od AB, więc 
jest także prostopadłą 
do BD. Na płaszczyznie M N prowadzę prostą EF pro- 
stopadłą do BD, to podług (n° 15) linia EF jest prosto- 
padłą do płaszczyzny AB D; a że na tejże płaszczyznie 
znajduje się także i linia CD i przechodzi przez punkt D, 
który jest spodkiem prostéj ÆF względem płaszczyzny 
ABDC, więc jest ÆF prostopadłą i do linii CD, a na- 
wzajem CD prostopadłą do prostćj EF. Linia więc C D 
jest prostopadłą do dwóch prostych BD i EF przez jéj 
spodek na płaszczyznie MN przechodzących, więc jest pro- 
stopadłą i do płaszczyzny (n° 8). Z dwóch zatćm linii ró- 
wnoodległych i t.d. co było do okazania. 


A (4 


Fig. 10. 


Twierdzenie. 


19. Dwie linie proste równoodległe od trzeciej, są ró- 
wnoodległe między sobą. 
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Założenie. Niech będzie linia AB równoodległą od 
CD i linia EF także równoodległą od CD (fig. 11), 
mam dowieść, że linia AB będzie równoodległą od EF. 


Dowodzenie, Na dowodzenie tego wszystkie trzy pro- 
ste AB, CD i EF przecinam płaszczyzną MN pro- 
stopadłą do linii C.D. 
Ponieważ prosta A B 
z założenia jest ró- 
wnoodległą od CD, 
a CD z wykreśle- 
nia prostopadłą do 
MN, więc i AB 
jest prostopadłą do 
MN (w 18). Po- 
i | dobnie, ponieważ pro- 
BG: F sta EF jest równo- 
ległą od CD, więc 
jest także prostopa- 
dłą do płaszczyzny MN. Dwie więc proste AB i EF 
prostopadłe do jednój płaszczyzny M N, są od siebie ró- 
wnoodległe (n° 17). A więc dwie linie równoodległe od trze» 
cj it. d. co było do okazania. 


Z N MA 


Fig. 11. 


Twierdzenie. 


20. Jeżeli prosta w przestrzeni jest równoodległą od 
prostój leżącćj na płaszczyznie, to jest i równoodległą od 
tejże płaszczyzny. 

Założenie. Prosta A B (fig. 12) w przestrzeni położo- 
na, równoodległa od prostćj CD leżącćj na płaszczyznie 
MN, jest od tejże płaszczyzny MN równoodległą. 
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„Dowodzenie. Gdyby prosta A B nie była równoodległą 
od płaszczyzny M N, to dostatecznie przedłużone tak pro- 
sta jak i płaszczyzna 
A B zeszłyby się z sobą. 
A ponieważ prosta 
AB, będąc z założe- 
nia równoodległą od 
CD, leży z nią na 
jednćj płaszczyznie 
ABCD (w 3, c), 
więc gdyby się pro- 
sta AB zejść miała 
z płaszczyzną MN, musiałaby się wówczas zejść z pro- 
stą CD, co być nie może, bo linie te z założenia są od 
siebie równoodległe. Prosta więc w przestrzeni równoodległa 
od it. d. co było do okazania. A ztąd wypada, że: 


Fig. 12. 


21. Wniosek. Jeżeli dwie proste są od siebie równo- 
odległe, a przez jednę z nich przeprowadzimy płaszczyznę, 
to ta płaszczyzna będzie równoodległą i od drugićj prostćj, 
i nawzajem druga prosta będzie równoodległą od płaszczy- 
zny przechodzącćj przez pierwszą. 


Twierdzenie. 


22. Jeżeli przez linią równoodległą od płaszczyzny, 
przeprowadzimy inną płaszczyznę przecinającą się z pła- 
szczyzną daną, to wspólne przecięcie się tych dwóch pła- 
szczyzn, będzie równoodległe od tejże linii. 

Założenie. Jeżeli linia AB jest równoodległą od pła- 
szczyzny M N (fig. 13), i jeżeli przez AB przeprowadzi- 
my płaszczyznę ABCD, przecinającą się z płaszczyzną 


http://rcin.org.pl 


— M = 


MN po prostćj CD, to dowieść potrzeba, że to wspólne 
przecięcie jest równoodległe od A B. 


Dowodzenie. Ponieważ prosta A B jest z założenia ró- 
wnoodległą od płaszczyzny J/.N, więc zejść się z tą pła- 
szczyzną nie może. 
Nie mogąc się zaś 
zejść z płaszczy- 
zną MN, nie mo- 
że się także zej: 
i z prostą C D, le- 
Żącą na płaszczy- 
znie M N; a że li- 

Fig. 13. nia AB z linią 

CD leżą na jednćj 

płaszczyznie A BCD i zejść się z sobą nie mogą, więc 

są od siebie równoodległe. A zatćm, jeżeli przez linię ró- 
wnoodległą i t.d. co było do okazania. Ztąd wypada że: 


238. Wniosek 1%” Jeżeli od linii w przestrzeni równo- 
odległćj od płaszczyzny danćj, poprowadzimy przez punkt 
wzięty na tój płasze ie, linię równoodległą, to ta osta- 
tnia przystawać będzie do płaszczyzny danćj. 


24. Wniosek 29* Jeżeli przez każdą z dwóch prostych 
od siebie równoodległych przesuniemy płaszczyzny przeci- 
nające się z sobą, to wspólne przecięcie się tych dwóch 
płaszczyzn będzie linią równoodległą od linii danych. Tak 
np: Jeżeli przez dwie proste dane AB i CD (fig. 14) 
od siebie równoodległe, przesuniemy dwie oddzielne pła- 
szczyzny MN i OP, to ich wspólne przecięcie NO, 
będzie od danych dwóch prostych A B i C D równoodlegie. 


Solidometrya. z 
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Prosta CD będąc z założenia równoodległą od linii A 3 
Jeżącćj na płaszczyznie M N, jest od tejże płaszczyzny 


Fig. 14. 


równoodległą; pła- 
szczyzna więc OP 
przechodząc przez li- 
nię C Drównoodległą 
od płaszczyzny MN, 
przecina się z tąż 
płaszczyzną po pro- 
stój VO równoodle- 
głój od C D a tém sa- 
mém i równoodległćj 
od AB (m19), co 
„ tóż było do okazania. 


25. Wniosek 3% Linia prosta równoodległa od dwóch 
płaszczyzn przecinających się z sobą, jest i od ich wspólne- 


Fig. 15. 


go przecięcia się równo- 
odległą. Tak np. linia A B 
równoodległa od dwóch 
płaszczyzn MN i OP 
(fig. 15), jest równoodległą 
i od ich wspólnego przecię- 
cia NO. Obrawszy bo- 
wiem na tém wspólnćm 
przecięciu się VO punkt 
N, należący tém samém 
i do płaszczyzny MN i do 
płaszczyzny OP i wyo- 
braziwszy sobie w myśli, 
przeprowadzoną przez ten 


punkt N, prostą równoodległą od AB, to podług wniosku 
pierwszego z tego twierdzenia, linia ta musiałaby się znaj- 
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dować razem i na płaszczyznie M N i na płaszczyznie O P, 

musi więc znajdować się na ich wspólnćm przecięciu NO. 

Zatóm «l Z jest równoodległą od NO, co było do okazania. 
Twierdzenie. 

26. Dwie plaszezyzny prostopadłe do jednej linii pro- 
sj, są od siebie równoodległe. 

Założenie. Niech będą dwie płaszczyzny MN i OP 
(fig. 16) prostopadłe do linii prostéj A B, trzeba dowieść, 
że są od siebie równoodległe. 

Dowodzenie. Gdyby te dwie płaszczyzny MN i OP, 
nie były od siebie równoodległe, to przedłażone dostate- 
cznie, przecięłyby się z sobą np. po prostćj CD (ne 4). 
Obrawszy na tém wspólnćm przecięciu CD punkt np. Æ, 
punkt ten należałby tak do płaszczyzny MN jak i do pła- 
szczyzny O P. Gdybyśmy połączyli punkt Æ z punktem Æ 


Fig. 16. 


prostą BÆ, to ta linia, mając dwa punkta B i Æ wspólne 
z plaszczyzną MIN, całaby do téj płaszczyzny przysta- 
wała (us 1), a że z założenia prosta A B jest prostopadłą 
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do płaszczyzny MN, więc byłaby prostopadłą i do li- 
nii BE (n°7), i nawzajem prosta ZB byłaby do AB 
prostopadłą. Podobnież, gdyby się połączyło punkt A 
z punktem Æ linią prostą A Æ, cała ta linia przystawałaby 


Fig. 16. 


do płaszczyzny OP; a że prosta AB jest z założenia 
także prostopadłą i do płaszczyzny O P, więc byłaby tóż 
prostopadłą i do A E, a nawzajem prosta A E byłaby pro- 
stopadłą do A B. Z punktu więc Æ możnaby do jednćj linii 
prostćj AB spuścić dwie prostopadłe, co być nie może, 
a więc i to być nie może, aby się te płaszczyzny M.N 
i OP kiedykolwiek z sobą zeszły, a tém samém są od 
siebie równoodległe. Dwie zatćm płaszczyzny prostopadłe 
it.d. co było do okazania. 


Twierdzenie. 
27. Wspólne przecięcia się dwóch płaszczyzn równood- 
leglych z trzecią, są od siebie równoodległe. 
Założenie. Niech będą dwie płaszczyzny MNi OP 
(fig. 17) od siebie równoodległe, przecięte trzecią A BCD, 
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mam dowieść że ich wspólne przecięcia się AB i CD są 
od siebie równoodległe. 

Dowodzenie. Gdyby prosta A B nie była równoodle- 
głą od CD, to te dwie linie dostatecznie przedłużone ze- 
szłyby się z sobą. A ponieważ prosta A 3 cała znajduje 


p 


M 
Fig. 17. 

się na płaszczyznie OP, a prosta CD na płaszczyznie 
MN, i oderwanemi od swych płaszczyzn być nie mogą. 
więc za zejściem się prostćj AB z prostą CD, musiała- 
by się zejść także i płaszczyzna OP z płaszczyzną MN 
co być nie może, bo z założenia są one od siebie równood- 
ległe, a więc i proste AB i CD, także zejść się z sobą 
nie mogą; że zaś jeszcze leżą one na jednćj płaszczy- 
znie A BCD, więc są od siebie równoodległe. Wspólne 
zatóm przecięcia się dwóch it. d. co było do okazania. 


Twierdzenie. 


28. Linie równoodległe zawarte między płaszczyznami 
równoodległemi, są sobie równe, czy leżą, czy nie leżą na 
jednćj płaszczyznie. 
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Założenie. Niech będą linie A P, CD, EF od siebie 
równoodległe (fig. 18), zawarte między płaszczyznami M N 
i OP także równoodległemi; trzeba dowieść, że te linie 
AB, CD, EF są sobie równe. 

Dowodzenie. Przez proste A B i-CD jako od siebie 
równoodległe, przeprowadzam płaszczyznę (n° 3, c). Pła- 
szczyzna ta przetnie się z płaszczyzną MN po linii pro- 
stój B D (no 4), a z płaszczyzną O P po prostćj AC ró- 
wnoodległćj od BD (ns 27), czworokąt więc ACDB ma 


p 


nÆ 


Fig. 18. 


bok AB równoodległy od C D z założenia, a bok AC ró- 
wnoodległy od BD jak się dopiero co okazało, jest więc 
równoległobokiem i ma boki przeciwne sobie równe, czyli 
jest AB=CD.  Przeprowadziwszy podobnież przez dwie 
proste równoodległe CD i EF płaszczyznę BCDEF, 
czworokąt przez nią utworzony, będzie również równoległo- 
bokiem i będzie znowu C D= FEF, a że poprzednio oka- 
zało się że jest AB =C D, a teraz że CD=EF, trzy 
więc te proste AB, CD i EF są między sobą równe. Li- 
nie zatóm równoodległe zawarte i t.d. co było do okazania. 
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Twierdzenie. 

29. Linia prosta prostopadła do jednéj plas 
„jest prostopadłą i do drugiej od niej równoodległej. 

Założenie. Linia prosta AB (fig. 19) prostopadła do 
płaszczyzny MN, będzie także prostopadłą i do płaszczy- 
zny OP równoodległćj od MN. 

Dowodzenie. Przez prostą AB przeprowadzam jaką- 
kolwiek płaszczyznę C ABD, która się przetnie z pła- 
szczyzną MN po prostćj BI), a z płaszczyzną OP po 
prostćj AC równoodległćj od 2 D (w 27). A ponieważ 
prosta AB jest 
z założenia pro- 
stopadłą do pła- 
szczyzny MN, 
więc jest prosto- 
padłą i do linii 
BD przechodzą- 
céj przez jéj spo- 
dek na płaszczy- 
znie MN (ne 7); 
będąc zaś prosto- 
padłą do prostój 
BD jest także 
prostopadłą i do AC równoodległćj od 5 D- 

Przeprowadziwszy przez prostą AB drugą płaszczyznę 
EABF, płaszczyzna ta przetnie się z płaszczyzną MN 
podług prostćj 3 F, a z płaszczyzną O P po linii A Æ ró- 
wnoodległćj od BF (ns 27). Przez podobne jak poprzednio 
rozumowanie, okaże się, że prosta 4 B jest prostopadłą 
do AP. Linia prosta więc AB, będąc prostopadłą do 
dwóch prostych AC i AE przez jéj spodek A na pła- 


EWA 
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szczyznie © P przechodzących, jest do tćj płaszczyzny pro- 
stopadłą (n° 8). A zatćm jeżeli linia prosta jest prostopadłą 
do jednój płaszczycny i t. d. co było do okazania. 


; Twierdzenie. 
80. Jeżeli z któregokolwiek punktu linii pochyłćj do pta- 
szczyzny, spuścimy prostopadłą na tęż płaszczyznę i spodek 
tój prostopadłej połączymy ze spodkiem pochyłćj linią prostą, 
to kąt zawarty między pochyłą, a linią lą 


ą jéj spodek 
ze spodkiem prostopadłój, jest najmniejszy ze wszystkich, ja- 
kie pomiędzy pochyłą a płaszczyzną poprowadzić można. 
Kąt ten mierzy nachylenie pochyłój do płaszczyzny i nazywa 
się kątem nachylenia. 

Założenie. Jeżeli z któregokolwiek punktu linii A B 
(fig. 20) pochyłej do płaszczyzny M.N, spuścimy linię A C 
prostopadłą do 
tejże płaszczyzny , 
ispodek /3 pochy- 
łćj, ze spodkiem C 
prostopadłćj, połą- 
czymy prostą BC, 
to kąt ABU za- 
warty między po- 
chyłą A 3 a prostą 
BC, jest mniej- 
szy od każdego in- 
nego kąta np. ABD zawartego między pochyłą A B 
a wszelką inną linią np. BD przez spodek pochyłćj na 
płaszczyznie M/N przechodzącćj. 


Fig. 20. 


Dowodzenie. Robię 3 D=BO i uważam dwa trójką- 
ty ABC i ABD. W tych dwóch trójkątach jest bok 4 3 
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wspólny, bok 3 C= B D z wykreślenia a bok AC<AD 
jako prostopadła od pochyłćj, jest zatćm kąt A BC prze- 
ciwny bokowi mniejszemu w jednym trójkącie, mniejszy od 
kąta ABD, przeciwnego bokowi większemu w drugim 
trójkącie. Kąt więc zawarty między pochyłą a linią łączącą 
spodek pochyłćj i prostopadłej it. d. co było do okazania. 

31. Uwaga. Ponieważ kąt zawarty między pochyłą do 
płaszczyzny a linią łączącą spodek tćj pochyłćj ze spod- 
kiem prostopadłćj, jest zawsze jeden i ten sam, z które- 
gokolwiek punktu pochyłćj spuścilibyśmy prostopadłą na 
płaszczyznę, więc mierzy nachylenie linii prostćj do pła- 
szczyzny i nazywa się katem nachylenia. 


Twierdzenie. 


82. Jeżeli końce trzech linii prostych równych i od sie- 
bie równoodległych połączymy liniami prostemi, to trójkąty 
z tego połączenia powstałe, będą sobie równe, a ich płaszczy- 
zny od siebie równoodległe. 

Założenie. Jeżeli końce trzech linii prostych AB, CD 
i EP sobie równych i od siebie równoodległych (fig. 21), 

połączymy prostemi AC, 

CE i AE, tudzież BD, 

DF i BF, to powstałe 

ztąd trójkąty ACE 

i BDF będą sobie równe, 

` a ich płaszczyzny od siebie 
równoodległe. 

Dowodzenie. Ponieważ 

z założenia linia AZ jest 

równa CD i od nićj ró- 

Fig. ar. wnoodległa, więc czworo- 


Salidometryn. $ 
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kąt ACDB jest równoległobokiem i bok AC=BD. 
Podobnież, ponieważ (7) jest równa i równoodległa od 
EF, więc czworokąt CEFD, jest równoległobokiem 
i jest CE = DF. Dla po- 
dobnéj przyczyny jest tak- 
że AE=BF. Dwa więc 
trójkąty ACE i BDF, 
mając po trzy boki równe, 
są sobie równe. 

Gdyby teraz płaszczy- 
zna ACH, nie była ró- 
wnoodległą od płaszczy- 
zny BDP, to jaka inna 
płaszczyzna przez punkt A 
przechodząca, np. AGH, 
byłaby od nićj równoodległą, a że linie AB, GD i HF 
z założenia są od siebie równoodległe, a nadto byłyby za- 
warte między płaszczyznami AGH i BDF z przypu- 
szczenia od siebie równoodległemi, więc byłyby sobie ró- 
wne (no 28), to jest byłaby prosta A B= G D = HF, a że 
z założenia jest A B =QD=ET, więc wszystkie te pięć 
linii byłyby sobie równe i byłaby CD=GD i EF=HP, 
co być nie może, a więc i to być nie może, aby płaszczy- 
zny ACE i BDF, nie były od siebie równoodległe. 
Jeżeli zatćm końce trzech linii prostych i t.d. co było do 
okazania. ? 


Fig. 21. 


Twierdzenie. 

38. Kąty mające ramiona od siebie równoodległe i skie- 
rowane w jedną stronę, chociaż nie leżą na jednój płaszczy- 
znie są sobie równe, a płaszczyzny na których się te kąty 
znajdują, od siebie równoodległe. 
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Założenie. Niech będą (fig. 22) dwa kąty ABCIDEP 
leżące na dwóch odmiennych płaszczyznach OP i MN 
i mające ramię 2.1 równoodległe od ED, a ramię BC 
równoodległe od Æ F; mam dowieść że kąt ABC będzie 
równy kątowi DEF i że płaszczyzna OP będzie ró- 
wnoodległą od płaszczyzny MN. 


Dowodzenie. Robię BA=ED i BC=EF'i punkta 
A, B i C z punktami D, E i F łączę liniami prostemi, 
i uważam, że w czworokącie A BED jest bok BA== ED 
z wykreślenia, 
A a z założenia od 
niego równood- 
legły, a więc 
i drugie dwa bo- 
ki BE i AD 
są sobie równe 
i od siebie ró- 
wnoodległe. Po- 
dobnież, w czwo- 
rokącie CBEF 
ponieważ bok 
BO jest równy 
i równoodległy od FF, więc tóż i dwa drugie boki BŁ 
i CP są sobie równe i od siebie równoodległe. Kiedy zaś 
bok AD=BE i od niego równoodległy, i bok OF=BE 
i także od niego równoodległy, więc jest i bok AD=CH 
i od niego równoodległy (n° 19). W czworokącie zatóm 
CADF z przyczyny że bok AD=CPFi od niego ró- 
wnoodległy, jest i bok AC=DF. Dwa więc trójkąty 
ABC i DEF mając po trzy boki równe, są sobie równe, 
a tém samém kąt i BC równy kątowi DEF. 


Fig. 22. 
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Ponieważ trzy linie BE, AD i CF, jak się wyżćj do- 
wiodło, są sobie równe i od siebie równoodległe, a przez 
końce ich, przechodzą płaszczyzny MN i O P, więc (no 32) 
płaszczyzny te są od siebie równoodległe. Zatóm kąty mają- 
ce ramiona od siebie równoodległe itd. co było do okazania. 


Twierdzenie. 


34. Linie proste zawarte pomiędzy iląkolwiek płaszczy- 
znami od siebie równoodległemi, są podzielone przez te pła- 
szczyzny na części proporcyonalne. 

Założenie. Linie proste AB, CD i EF (fig. 23) za- 
warte między płaszczyznami MN, OPi QR odsiebie 
równoodległemi, są podzielone przez te płaszczyzny na czę- 
ści proporcyonalne. 

Dowodzenie. Łączę punkt C z punktem B, i punkt Z 
z punktem D liniami prostemi, i przez proste AB i BC 


Fig. 23. 
przeprowadzam płaszczyznę (ns 3), która z pła 
MN przetnie się podług prostćj AC (ne 4), a z pła- 
szeżyzną OP podług prostćj GH, równoodległój od A C 
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(us 27). Podobnież płaszczyzna przeprowadzona przez pro- 
ste BC i CD przetnie się z płaszczyzną QR po linii BD, 
a z płaszczyzną O P po linii HJ równoodległćj od BD; 
płaszczyzna przeprowadzona przez proste CD i ED, prze- 
tnie się z płaszczyznami MN i OP po liniach CH i JK 
od siebie równoodległych. Nakoniec płaszczyzna DEF 
przetnie się z płaszczyznami OF i QR po liniach KZ 
i DF od siebie równoodległych. 
Ponieważ w trójkącie ABC jest GH równoodległa 
od AC, więc ma się: 
AG:GB=CH:HB 
Dla podobnćj przyczyny, ma się także: 
CH:HB = CJ:JD 
CJ : JD = EK: KD 
EK:KD = EL: LF 
A z powodu stosunków wspólnych jest: 
AG: GB = CJ: JD =EL: LF 
czyli, że linie proste zawarte między płaszczyznami it. d. 
co było do okazania. 


Twierdzenie. 


35. Mając dane dwie linie proste nie leż 
yznie, można poprowadzić trzecią, jednocześnie do oby- 
dwóch prostopadłą. Taka prostopadła tylko jedna być może 


e na jednój pla- 


Szcz; 


i jest najkrótszą odległością między dwiema liniami danemi. 

Założenie. Niech będą dwie proste A B i CD (fig. 24) 
nie leżące na jednćj płaszczyznie, mam dowieść, że mo- 
żna poprowadzić tylko jedną linię prostopadłą tak do CD 
jak do A B, i że ta linia jest najkrótszą między niemi od- 
ległością. 
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„Dowodzenie. Przez punkt A prowadzę linię AH ró- 
wnoodległą od CD i z któregokolwiek punkta linii CD 
np. z punktu F, 
spuszczam prosto- 
padłą FG na pła- 
szczyznę BAE; 
przez spodek tój 
prostopadłćj , to 
jest przez punkt G, 
prowadzę na pła- 
szczyznie BA Æ li- 
nię równoodleglą 
od linii AE aż do 

PE przecięcia się 
z prostą AB w punkcie H. Przez punkt H prowadzę linię 
równoodległą od prostéj F'G aż do przecięcia się z linią 
CD w punkcie np. J, i powiadam że linia HJ jest linią 
żądaną, to jest prostopadłą zarazem i do linii AB i do 
linii CD. 

Ponieważ prosta F G jest z wykreślenia prostopadłą do 
płaszczyzny BAE, więc i prosta HJ jako od nićj równo- 
odległa jest także do tćj płaszczyzny prostopadłą (n° 18), 
a tém samém, prostopadłą do linii AB i HG przecinają- 
cych się w jéj spodku (n° 7). Lecz ponieważ tak linia CD 
jak i HG są równoodległe od AE, więc są równoodległe 
między sobą (n° 19), a tém samém leżą na jednćj płaszczy- 
znie CFEGH (w3, c¢). Linia HJ jest z wykreślenia ró- 
wnoodległą od FG i przechodzi przez punkt H leżący na 
płaszczyznie CF GH, więc cała leży na tój płaszczyznie 
(ne 23), i przecinać się koniecznie musi z linią CD. Prosta 
H.J, jest jak się okazało, prostopadłą do H G, więc jest pro- 
stopadłą i do C D równoodległćj od H G. A żelinia HJ jest 
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także prostopadłą do A B, więc jest prostopadłą do dwóch 
linii danych A B i CD nie leżących na jednćj płaszczyznie. 

Przypuśćmy, że pomiędzy dwiema prostemi AB i CD 
możnaby poprowadzić drugą linię prostą np. KŁ, zarazem 
do obydwóch prostopadłą, to poprowadziwszy na płaszczy- 
znie BAE przez punkt Z linię Z M równoodległą od AE, 
a tém samém i od CD, byłaby linia KZ prostopadłą do 
linii LM, bo z przypuszczenia jest prostopadłą do linii C.D; 
będąc zaś także z przypuszczenia prostopadłą do linii A B, 
byłaby prostopadłą do dwóch linii LM i AB a tém samém 
prostopadłą i do płaszczyzny BAK (n8). Poprowadzi- 
wszy teraz na płaszczyznie CFG H linię KN równoodle- 
głą od FG, z wykreślenia prostopadłej do płaszczyzny 
BAE, to będzie linia KN prostopadłą do płaszczyzny 
BAB; że zaś linia LK jest z przypuszczenia prostopadłą 
do płaszczyzny BAE, więc z punktu K możnaby było spu- 
ścić dwie prostopadłe do jednćj płaszczyzny, co być nie mo- 
że (no 10), a więc pomiędzy dwiema liniami danemi A B 
i CD, nie leżącemi na jednój płaszczyznie, tylko jedna 
wspólna prostopadła poprowadzoną być może. 

Ponieważ linia KV jest prostopadłą, a linia KZ po- 
chyłą do płaszczyzny B AE, więc KN<KL (no 12), a że 
KN=JH, więc jest i JH<KL. Tak samo okazaćby mo- 
žna że jest ÆJ któtszą od każdćj innćj linii, pomiędzy pro- 
stemi AB i CD poprowadzonćj, zatóm jest najkrótszą mię- 
dzy niemi odległością. A więc mając dane dwie linie i t. d. 
co było do okazania. 

38. Uwaga. Ponieważ mając dane dwie proste nie le- 
żące na jednój płaszczyznie, jedną tylko prostopadłę zara- 
zem do obydwóch poprowadzić można, więc ta prostopadła 
mierzy prawdziwą ich odległość. 
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ROZDZIAŁ II. 


O KĄTACH DWUŚCIENNYCH I BRYŁOWYCH. 


KĄTY DWUŚCICNN 


37. Kąt dwuścienny jest to nachylenie się ku sobie, 
dwoch płaszczyzn przecinających się. Itak np. (fig. 25) 
wzajemne nachylenie się ku sobie dwóch płaszczyzn MN 
i OP, przecinających się po 
prostćj NO, nazywa się kątem 
dwuściennym. Płaszczyzny MN 
i OP nazywają się ścianami 
a wspólne ich przecięcie się 
NO krawędzią kąta. Kąt dwu- 
ścienny oznacza się czterema gło- 
skami, z których dwie piszą się 
przy krawędzi, a dwieinne gdzie- 
kolwiek na ścianach; czyta się 
zaś tak, aby litery będące przy 
krawędzi, wymawiane były we 
Śri PA I tak dany kąt dwuścienny przeczytać można albo 
MNOP albo PONM. 

Stosownie -do opisania kąta dwnściennego widzimy, 
że wielkość jego, zależy jedynie od mniejszego lub wię- 
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kszego nachylenia się ścian ku sobie, a bynajmnićj nie od 
ich rozciągłości. 

38. Kąty dwuścienne mogą być tak samo jak kąty pła- 
skie, ostre, proste i rozwarte. 

Jeżeli kąt dwuścienny jest prosty, to ściany jego są do 
siebie prostopadłe, 

39. Dwa kąty dwuścienne przystają do siebie a tém sa- 
móm są sobie równe, gdy wsunięty jeden w drugi, ściany 
i krawędź jednego przystają do ścian i krawędzi drugiego. 

40. Jeżeli przez punkt B (fig. 25), dowolnie na krawę- 
dzi kąta dwuściennego obrany, poprowadzimy na ścianach 
tegoż kąta, dwie prostopadłe B A i B C do téj krawędzi, to 
kąt płaski A B C między niemi zawarty, nazywa się kątem 
odpowiednim dieuściennemu. 

Twierdzenie. 

41. Kąty płaskie odpowiednie dwuściennemu, są sobie 
równe. 

Założenie. Niech będą dwa kąty płaskie A B Ci DEF 
(fig. 25), odpowiednie kątowi dwuściennemu MN O P; trze- 
ba dowieść że są sobie równe. 

Dowodzenie. Linie AB i DE jako ramiona kątów 
odpowiednich dwuściennemu są prostopadłe do krawędzi 
ON, zatém są od siebie równoodległe. Dla podobnćj przy- 
czyny ramię BC jest równoodległe od ZF, a więc kąty 
ABCi DEF mają ramiona od siebie równoodległe i skie- 
rowane w jedną stronę, więc są sobie równe (n° 33). Zatóm 
kąty płaskie odpowiednie i t. d. co było do okazania. 


Twierdzenie. 


42. Jeżeli kąty płaskie odpowiednie dwuściennym są so- 
bie równe, to i kąty dwuścienne są sobie równe. 


Sulidometrya. 
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Założenie. Niech będą kąty dwuściene MNOP 
i mnop (fig. 26), w których zakładam, że kąty płaskie 
ABC i abc, odpowiednie dwuściennym, są sobie równe; 
mam dowieść, że i kąty dwuścienne MNOP i mnop są 
sobie równe. 

Dowodzenie. Wsuńmy kąt dwuścienny mnop w kąt 
dwuścienny M. NO P, tak ażeby punkt b padł na punkt B, 
aby linia be po- 
szła po nii BC 
i płaszczyzna 
abe po pla- 
szczyznie A BC, 
wtedy i linia ba 
pójdzie po linii 
BA, bo kąty 
ABC i abc są 
sobie równe 
z założenia. Sko- 
ro płaszczyzna 
abc przystała do płaszczyzny ABC, to i linia no pro- 
stopadła do płaszczyzny abe (n° 8). pójdzie po linii NO 
prostopadłćj do płaszczyzny A BC, bo w przeciwnym ra- 
zie możnaby z jednego punktu B wyprowadzić dwie prosto- 
padłe do jednéj płaszczyzny A B C, co być nie może (n° 9). 
Gdy zaś linia be pójdzie po BC ano po NO, to i pła- 
szczyzna przez te dwie linie przechodząca, to jest płaszezy- 
zna mn pójdzie po MN. Podobnież kiedy linia ba poszła 
po BA a no po NO, toi płaszczyzna op pójdzie po pła- 
szczyznie OP. Ściany więc i krawędź kąta dwuściennego 
mnop, przystają do ścian i krawędzi kąta M. NOP, kąty 
te więc są sobie równe (n' 39). A zatóm, jeżeli kąty płaskie 
odpowiednie i t.d. co było do okazania. 


Fig. 26 
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Twierdzenie odwrotne. 


43. Jeżeli kąty dwuścienne są sobie równe, to i kąty pła- 
skie tymże kątom dwuściennym odpowiednie, są sobie równe. 

Założenie. Zakładam, że kąty dwuścienne M NOP 
i mnop (fig. 26) są sobie równe; mam dowieść, że kąty 
płaskie ABC i abe tym kątom dwuściennym odpowie- 
dnie, są sobie równe. 

Dowodzenie. Wsuwam kąt dwuścienny mnop w kąt 
MNOP, tak aby punkt b padł na punkt B, krawędź no, 
żeby poszła po krawędzi NO i ściana mn poszła po ścia- 
nie MN; to w takim razie, ściana op pójdzie koniecznie 
po ścianie O P, bo kąty dwuścienne mnop i M NOP są 
sobie z założenia równe (n°39). Skoro zaś kąty dwuścien- 
ne mnop i MNOP przystają do siebie i punkt b leży 
na punkcie B, toi be prostopadła do no, przystanie do 
BC prostopadłćój do NO, bo inaczćj z jednego punktu 
możnaby było poprowadzić dwie prostopadłe do jednćj linii 
prostćj, co być nie może. Dla tćjże samćj przyczyny pro- 
stopadła ba pójdzie po prostopadłćj BA, a tém samém 
kąt płaski abe, jest równy kątowi A BC. Jeżeli więc kq- 
ty dwuścienne i t. d. co było do okazania. 

Uwaga. Z tego i poprzedzającego twierdzenia wypada, 
że płaszczyzny dzielące kąt dwuścienny na ilekolwiek czę- 
ści równych, dzielą i kąt odpowiedni dwuściennemu na tyleż 
równych części. 

Twierdzenie. 

44. Kąty dwuścienne mają się do siebie jak katy płaskie 
im odpowiednie. 

Założenie. Niech będą kąty dwuścienne M NOP 
i mnop (fig. 27) i kąty płaskie im odpowiednie A B Ci abc. 
Mamy dowieść: że tak sięma M NO P:mnop=ABC':abc. 
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Dowodzenie. Z wierzchołka kątów ABC i abe je- 
dnakowym promieniem zakreślam łuki między ich ramiona- 
mi. Łuki te mogą być współmierne albo niewspółmierne. 
źmy przypadek 1* że łuki AC i ac są współmier- 
ne i przypuśćmy, że jest jakiś łuk trzeci, który w łuku A C 
mieści się np. trzy 
razy, a w łuku ac 
dwa razy. Przez 
punkta podziałów 
tych łuków i wierz- 
chołki kątów Bib 
poprowadziwszy 
proste BD, BE 
i bd, kąt ABC 
będzie się składał 
z trzech takich 
kątów  cząstko- 
wych, jakich dwa 
mieści w sobie kąt abe; zatćm ma się: 


1) ABC : adc=8 : 2. 


Jeżeli teraz przez linie BD i NO, BE i NO, bd 
i no, przeprowadzimy płaszczyzny, to ponieważ kąty 
cząstkowe odpowiednie są sobie równe, to i dwuścienne im 
odpowiadające są także sobie równe (m 42), a zatém cały 
nny MNO P składać się będzie z trzech takich 
, jakich dwie ma w sobie kąt mnop; ma się zatóm 


2) MNOP: mnop=3: 2. 


W proporcyach 1) i 2), drugie stosunki są sobie równe, 
a więc i pierwsze będą sobie równe i złożą proporeyę, to 
jest będzie : 
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MNOP: mnop=ABC: abe, 


czyli że kąty dwuścienne mają się do siebie jak kąty pła- 
skie im odpowiednie, jeżeli kąty te są współmierne. 

W przypadku 2%" gdy kąty płaskie ABC i abc 
(fig. 28), odpowiednie dwuściennym MN OP i mnop są 
niewspółmierne, potrzeba dowieść, że ma się również: 


1) MNOP : mnop=ABC: abc. 


Gdyby ta proporcya nie miała miejsca, to mogłoby to 
być tylko dla tego, że wyraz czwarty abe byłby albo za 
mały alba za 

e M duży. Przy- 
puśćmy żewy- 
raz abe jest 
za mały, więc 
w miejsce abe 
weźmy coś 
większego np. 
abd, a wten- 
czas propor- 
cya 1) zamie- 


u 


n 


ħi się na następującą: 
2) MNOP: mnop=ABC': abd. 


Kat ABC dzielę na tyle równych części, aby jedna 
z nich była mniejszą od kąta cbd i cząstkę takową prze- 
noszę na kąt abd począwszy od ramienia ab. 

Ramię takiego kąta cząstkowego, nie może nigdy paść 
na ramię be, bo z założenia kąty ABC i abe są nie- 
współmierne, lecz zawsze paść może za ramieniem be np. 
tak jak ramię by. Przez linie bg i no przeprowadzam 
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płaszczyznę i uważam dwa kąty dwuścienne M NOP 
i gnop, których kąty płaskie im odpowiednie A B C 
i abg, są z wykreślenia współmierne, a więc z poprze- 
dniego dowodzenia jest: 


3) MNOP: gnop= ABC : abg. 


W proporcyach 2) i 3) poprzedniki MNOPi M NOP, 
ABCi ABC są jednakowe, następniki więc, powinnyby 
złożyć proporcyę, to jest powinnoby być: 


mnop : gnop = abd : aby 


Lecz w proporcyi téj w pierwszym stosunku poprzednik 
mnop<gnop, a w drugim poprzednik abd>abg, pro- 
porcya więc 
ta istnićć nie 
może; a że 
ona powstała 
z dwóch pro- 
porcyi 2) i 3) 
z których 3) 
jest dowie- 
dziona, a 2) 
tylko przypu- 
szczona, więc 
przypuszczenie musiało być złe, to jest że w proporcyi 1) 
wyrazu czwartego powiększyć nie można. 

Podobnym sposobem dowiodłoby się, że go także 
i zmniejszyć nie można, a tém samém że wyraz abc jest 
do trzech pierwszych proporcyonalny, czyli że ma się: 


MNOP: mnop = ABC: abc 


chociaż kąty płaskie ABC i abe odpowiednie dwuścien- 
nym MNOP i mnop są niewspółmierne. Zatóm w ka- 
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źdym razie kąty dwuścienne mają się do siebie i t.d. co by- 
ło do okazania. 

45. Uwaga 1** Tak jak kąty płaskie mają za jedność 
kąt płaski prosty, tak tóż i kąty dwuścienne mają za je- 
dność kąt dwuścienny prosty, który podobnie jak płaski 
dzieli się na 90°, stopień na 60', minuta na 60” it. d. A po- 
nieważ stosunek kątów dwuściennych równa się stosunko- 
wi-kątów płaskich odpowiednich, więc kąt dwuścienny ja- 
kikolwiek, jest liczebnie równy kątowi płaskiemu odpowie- 
dniemu. 

46. Uwaga 2% Kąty dwuścienne nastręczają twierdze- 
nia zupełnie podobne twierdzeniom o kątach płaskich jak np. 

19 Że summa kątów dwuściennych przyległych równa 

się dwom katom prostym dwuściennym. 

X Że kąty dwuścienne krawędzią przeciwległe, są sobie 
równe. 

3° Że gdy dwie płaszczyzny równoodległe przetniemy 

trzecią sieczną, to kąty dwuścienne naprzemianległe 
wewnętrzne, kąty dwuścienne jednostronne odpowia- 
dające, kąty dwuścienne naprzemianległe zewnętrzne 
będą sobie równe, a kąty dwuścienne jednostronne 
zewnętrzne lub jednostronne wewnętrzne, ważyć będą 
dwa kąty dwuścienne proste i t. p. 

Dowodzenie tych twierdzeń w Solidometryi, byłoby zby- 
tecznćm gdyż kąty dwuścienne jak się okazało, odnoszą 
się zupełnie do kątów płaskich im odpowiednich, a o ką- 
tach płaskich wszystkie te twierdzenia w Planimetryi dowo- 
dzone były. 

Twierdzenie. r 

41. Płaszczyzna przechodząca przez linię prostopadłą 
do płaszczyzny, jest do tejże płaszczyzny prostopadłą. 
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Założenie. Płaszczyzna FE przechodząca przez linię 
AB prostopadłą do płaszczyzny MN (fig. 29), jest do tej- 
że płaszczyzny prostopadłą. 

Dowodzenie. Na płaszezyznie MN do linii DE będą- 
cćj wspólnóm przecięciem płaszczyzny FE z płaszczyzną 
MN, wyprowadzam z punktu Æ prostopadłą. Ponieważ 

linia A B jest z za- 

łożcnia  prostopa- 
dłą do płaszczyzny 

MN, więc jest 

prostopadłą i do li- 

nii DE ido linii 

BC (m7), kąt 

więc ABC jest 

prosty, a że jest 

zawarty między 
W dwiema  prostopa- 

dłemi do wspólne- 

go przecięcia się 
płaszczyzn FE i MN i ma ramiona swoje na tychże pła- 
szczyznach, więc jest kątem płaskim odpowiednim dwu- 
ściennemu (n*40). Kąt zatóm dwuścienny zawarty pomię- 
dzy płaszczyzną FE i MN jest prosty, zatém płaszczyzna 
FE jest prostopadłą do MN. Płaszczyzna więc przecho- 
dząca przez linię it. d. co było do okazania. 

48. Wniosek 1% Na mocy powyższego twierdzenia mo- 
żna przez punkt wzięty nad płaszczyzną daną, przeprowa- 
dzić do nićj płaszczyznę prostopadłą. I tak (fig. 29) mając 
np. przez punkt A przeprowadzić płaszczyznę prostopadłą 
do płaszczyzny MN, to tylko z punktu A, sposobem wia- 
domym (no 13, 1° i 2°) spuszczam linię AB prostopadłą do 
płaszczyzny M N, a wszelka płaszczyzna np. FÆ przez li- 
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nię AB przechodząca, jest do płaszczyzny MN prosto- 
padłą. 

Można także przez punkt wzięty nad płaszczyzną daną, 
prowadzić płaszczyznę od nićj równoodległą. I tak np. 
(fig. 30), chciawszy przez punkt A przeprowadzić płaszczy- 
znę równoodległą od płaszczyzny MN, prowadzę z pun- 

ktu A do płaszczy- 
zny MN jakąkol- 


E 
Meal» wiek linię prostą 
>4 AB i przez tę li- 
Beg | 


nię przeprowadzam 
naprzód jednę pła- 
szczyznę ABC, 
i na płaszczyznie 
téj prowadzę linię 
AD równoodległą 
od wspólnego prze- 
cięcia B C. Nastę- 
pnie przez linię 
AB przeprowadzam drugą płaszczyznę ABE i na pła- 
szczyznie tćj prowadzę linię FA równoodległą od wspólne- 
go przecięcia /7B. Jeżeli teraz przez dwie linie ADi AF 
przecinające się z sobą, przeprowadzę płaszczyznę, to ona 
będzie równoodległą od płaszczyzny MN (us 33). 

49. Wniosek 27 Jeżeli trzy linie proste są do siebie 
prostopadłe, to każda z nich jest prostopadłą do płaszczy- 
zny przez drugie dwie przechodzącćj, i trzy płaszczyzny 
przez te linie przechodzące są wzajemnie do siebie prosto- 
padłe. I tak (fig. 31), jeżeli trzy linie proste A.B, A C i AD 
są do siebie prostopadłe, to każda z nich np. A Z jest pro- 
stopadłą do płaszczyzny C AD, przez pozostałe dwie linie 
AC i AD przechodzącćj. Z założenia bowiem jest linia 


W 


Fig. 30. 


Solidometryv. 5 
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AB prostopadłą do dwóch linii A C i A D, przez jéj spo- 
dek A na płaszczyznie CAD przechodzących, zatém jest 
prostopadłą i do płaszczyzny CA D 
(n° 8). Dla podobnćj przyczyny jest 
linia AC prostopadłą do płaszczy- 
zny BAD, a nakoniec linia A D do 
płaszczyzny B A C. 

Następnie ponieważ linia A B jest 
prostopadłą do płaszczyzny CAD, 
więc płaszczyzny BAC i BAD 
A c Przez tęż linię B A przechodzące są 

cy do płaszczyzny CAD prostopadłe 
> (m47). Podobnież płaszczyzna CAD 

jako przechodząca przez linię AC 

prostopadłą do płaszczyzny BAD 
jest do tejże płaszczyzny prostopadłą, a jako przechodząca 
przez linię AD prostopadłą do płaszczyzny BAC, jest 
również i do tćj płaszczyzny prostopadłą. Trzy więc pła- 
szczyzny BAC, CAD i BAD przez trzy linie dane 
AB, AC i AD, do siebie prostopadłe przechodzące, 
są wzajemnie do siebie prostopadłe. 


4 


Fig. 31. 


Twierdzenie. 

50. Jeżeli dwie płaszczyzny są do siebie prostopadłe 
i jeżeli na jednćj z nich poprowadzimy linię prostopadłą do 
ich wspólnego przecięcia się, to ta linia będzie prostopadłą 
i do płaszczyzny drugiej. 

Założenie. Niech będzie płaszczyzna F'E (fig. 29) pro- 
stopadłą do płaszczyzny MN i jeżeli na płaszczyznie FE, 
poprowadzimy linię AB prostopadłą do linii DÆ wspól- 
nego przecięcia się płaszczyzny FÆ z płaszczyzną MN, to 
będzie linia A B prostopadłą do płaszczyzny M N. 
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Dowodzenie. Na płaszczyznie MN prowadzę z punktu 
B linią B C prostopadłą do DE, to kąt A BC jest kątem 
płaskim odpowie- 
dnim dwuścienne- 
mu FED M, apo- 
nieważ płaszczy- 
zna FE z założe- 
nia jest prostopa- 
dłą do MN, więc 
kąt  dwuścienny 
FEDM i jemu 
odpowiedni ABC 
jest prosty, a więc 
linia AB jest pro- 
stopadłą do BC 
a że z wykreślenia jest prostopadłą do DE, więc jest pro- 
stopadłą do dwóch linii D Æ i BC przez jéj spodek na pła- 
szczyznie M N przechodzących, zatém jest prostopadłą i do 
płaszczyzny MN (n* 8). Jeżeli więc dwie płaszczyzny są do 
siebie prostopadłe i t. d. co było do okazania. 

51. Wniosek 1%” Jeżeli z któregokolwiek punktu wspól- 
nego przecięcia się dwóch płaszczyzn do siebie prostopa- 
dłych, wyprowadzimy linię prostopadłą do jednój z tych 
płaszczyzn, to ta linia” przystawać będzie zupełnie do pła- 
szczyzny drugićj. Itak (fig. 29). Jeżeli jest płaszczyzna 
FE prostopadłą do płaszczyzny MN, i jeżeli z któregokol- 
wiek punktu wspólnego przecięcia się tych płaszczyzn, to 
jest np. z punktu B wyprowadzimy prostopadłą AB do 
płaszczyzny MN, to ta prostopadła przystawać będzie 
do płaszczyzny F E. 

Gdyby linia A B nie leżała na płaszczyznie F Æ, to in- 
na jaka linia prostopadła do linii DE z punktu B wypro- 
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wadzona, leżałaby na płaszczyznie FE, a że płaszczyzna 
FE jest z założenia prostopadłą do MN, więc i ta inna 
linia prostopadła do DE, byłaby prostopadłą do płaszczy- 
zny MN ; że zaś linia A B z wykreślenia jest prostopadłą 
do płaszczyzny MN, więc możnaby z jednego punktu wzię- 
tego na płaszczyznie, poprowadzić do nićj dwie prostopadłe, 
co być nie może (ne 9), a więc linia AB przystawać musi 
zupełnie do płaszczyzny FE, co było do okazania. 

52. Wniosek 2% Jeżeli dwie płaszczyzny są prostopa- 
dłe do trzecićj, to i ich wspólne przecięcie jest do tejże pła- 
szczyzny prostopadłe. I tak (fig. 32), jeżeli dwie płaszczyzny 
OPi QR są 
prostopadłe 
do trzecićj 
płaszczyzny 
MN, to i ich 
wspólne prze- 
cięcie się A B, 
będzie do tej- 
że płaszczy- 
zny MN pro- 
stopadłe. 
Wy obrazi- 
4 wszy bowiem 
sobie, że z punktu B jest wyprowadzona linia B C prosto- 
padła do płaszczyzny MN, to ponieważ punkt B znajduje 
się na wspólnćm przecięciu dwóch płaszczyzn OP i MN 
do siebie prostopadłych, prostopadła więc Æ C znajdować- 
by się musiała na płaszczyznie O P. Dla podobnój przy- 
czyny, ponieważ punkt Æ znajduje się również na wspól- 
ném przecięciu się dwóch płaszczyzn QR i MN do siebie 
prostopadłych, zatém prostopadła B C znajdowaćby się mu- 


Fig. 32. 
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siała na płaszczyznie Q R. W jednym więc i tym samym 
czasie prostopadła BC musi się znajdować i na płaszczy- 
znie O P i na płaszczyznie QR, a więc przystawać konie- 
cznie musi i do linii AB, wspólnego przecięcia się tych 
płaszczyzn, a tém samém wspólne przecięcie A B jest pro- 
stopadłe do płaszczyzny M N, eo było do okazania. 


KATY BRYŁOWE. 
58. Kąt bryłowy jest to przestrzeń zawarta pomiędzy 
iląkolwiek płaszczyznami schodzącemi się w jednym punkcie. 
Punkt zejścia płaszczyzn ograniczających kąt bryłowy 


Płaszczyzny ograniczające kąt bryłowy nazywają się 
ścianami, a wspólne przecięcia się ścian krawędziami kąta 
bryłowego. 

Do ograniczenia kąta bryłowego najmnićj trzech pła- 
szczyzn potrzeba. Kąt bryłowy przybiera nazwisko od licz- 
by ścian ograniczających go. Tak więe może być trójścien- 
ny, czworościenny, pięciościenny i t. d., a to stosownie czy 
go trzy, cztery, pięć lub więcćj ścian ogranicza. 

54. Kąty bryłowe są wtenczas równe, gdy wsunięty 
jeden w drugi, krawędzie, ściany i wierzchołek jednego, 
spływają z krawędziami, ścianami i wierzchołkiem dru- 
giego, czyli kiedy mają ściany i kąty dwuścienne odpowie- 
dnie równe. 

55. Kąty bryłowe, które wsunąć się jeden w drugi nie 
dadzą, z powodu wprost przeciwnego układu ścian, lecz 
mają też ściany i kąty dwuścieune odpowiednie równe, na- 
zywają się równe przez symetryę czyli wprost kątami sy- 
metrycenemi. I tak np. (fig. 33), kąty trójścienne wierzchoł- 
kiem przeciwległe A BCD i AEFG, to jest mające kra- 
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wędzie na liniach prostych, przez jeden punkt przechodzą- 
cych, są sobie równe przez symetryę, czyli inaczćj są 
względem siebie symetryczne. Jest albowiem kąt płaski 
BAD=EAG jako kąty 
wierzchołkiem przeciwległe. 
Podobnież kąt B ACHFAG 
i kąt CAD=E AF. A więc 
kąty płaskie jednego kąta 
ściennego są równe kątom 
płaskim drugiego kąta trój- 
ściennego. Nadto kąt dwu- 
ścierny CABD=FAGE 
jako kąty dwuścienne krawę- 
dzią przeciwległe i dla tój sa- 
méj przyczyny kąt dwuścien- 
ny CADB=FAEG i m- 
reszcie kąt dwuścienny 
BACD=GAFB. Mają więc dane kąty trójścienne, po 
trzy kąty płaskie i po trzy kąty dwuścienne równe, a więc 
są sobie równe, lecz tylko przez symetryę, bo ściany jedne- 
go kąta trójściennego są wprost przeciwnym ułożone po- 
rządku, jak ściany drugiego. 


Fig. 33. 


Twierdzenie. 

56. W kącie bryłowym trójściennym summa dwóch ką- 
tów płaskich ograniczających go, jest większą od trzeciego, 

Założenie. W kącie trójściennym 4 (fig. 34) ograniczo- 
nym trzema kątami płaskiemi BAC, CAD i BAD, 
mam dowieść, że summa dwóch którychkolwiek z nich jest 
większą od trzeciego. 

Gdyby wszystkie trzy kąty płaskie BAC, CAD 
i BAD były między sobą równe, to nie potrzebaby dowo- 
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dzenia, że dwa którekolwiek z nich byłyby większe od trze- 
ciego. Weźmiemy więc ten ogólny przypadek, że trzy kąty 
płaskie ograniczające kąt trójścienny A, nie są sobie ró- 
wne i przypuśćmy że kąt BAD jest z nich największy, 
a dowiedziemy że summa dwóch mniejszych BAC + CA D 
będzie większą od kąta największego BA D. 

Dowodzenie. Na płaszczyznie kąta BAD przy prostćj 

BA i przy punkcie A, kreślę kąt BA E=BAC i robię 

4 AESAC. Przez 
trzy punkta B, Ci E 
nie leżące na jednćj 
liniii prostćj przepro- 
wadzam płaszczyznę 
(n? 3,a), to płaszczy- 
zna ta przetnie się ze 
wszystkiemi ścianami 
kąta trójściennego , 
a mianowicie ze ścia- 
ną BA D po prostćj 
B D, ze ścianą BAC po prostćj BC, a ze ścianą CA D 
po prostćj CD (n° 4). 

Uważam dwa trójkąty BAC i BAK, które mają bok 
AB wspólny, bok AC=A1E i kąt BAC=BAE zwy- 
kreślenia, a więc te dwa trójkąty są sobie równe, zatóm 
BC=BE. W trójkącie BC D jest BO + © D>BD; gdy 
od ilości większćój 3C+C D odejmiemy BC, a od ilości 
mniejszćj B D odejmiemy B £=BC z dowiedzenia, pozo- 
stanie (D>£D. Nakoniec dwa trójkąty CA Di EAD 
mają bok A D wspólny, bok A CHA E z wykreślenia a bok 
CD>ED z dowiedzenia; więc jest i kąt CA D>FAD. 
Gdy teraz do kąta większego CAD dodamy kąt BAC, 
a do kąta mniejszego EAD dodamy kąt BAE=BAC 


Fig. 34. 


2 R 2 


z wykreślenia, będzie 3 A CHCA D>BAE+EA D; aże 
BAE+EAD=BAD, więc jest BA CHCA D>BAD. 
W kącie więc trójściennym summa dwóch kątów i t.d. co 
było do okazania. 

57. Wniosek. Ponieważ jest BAD < BAC +CAD, 
więc i od ilości mniejszćj BAD i od ilości większćj 
BAC + CAD odjąwszy po BAC wypadnie B A D— 
— BAC<CAD, to jest że w kącie trójściennym różni- 
ca dwóch kątów płaskich ograniczających go, jest mniejszą 
od trzeciego. 


Twierdzenie. 


58. W kącie bryłowym wielościennym summa kątów 
płaskich ograniezających go, jest mniejszą od czterech kątów 
prostych. 

Założenie. W kącie bryłowym 4 (fig. 35) summa ką- 
tów płaskich BA C + CAD + DAE+ BA E jest mniej- 
szą od czterech kątów prostych. 

Dowodzenie. Przecinam kąt bryłowy A płaszczy- 
zną, która przetnie się z każdą ścianą kąta bryłowego 
po linii prostćj (no 4). 
Przecięcie ztąd powstałe 
BCDE, jest wieloką- 
tem, mającym zawsze ty- 
le boków, ile kątów pła- 
skich ogranicza kąt bry- 
łowy. Wewnątrz wielo- 
kąta BCDE obieram 
gdziekolwiek punkt 5 
i łączę go z wierzchołka- 
mi B, C, D i E liniami 
Fig. 35. prostemi i uważam.’ że 
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w kącie trójściennym przy punkcie B, ograniczonym trze- 
ma kątami płaskiemi A BE, ABC i EBC jest (n° 56): 
ABE+ABC> EBSĘSBC, następnie w kącie 

trójściennym G, jest: A CB+A CD> BCS+SCD; podobnież w kącie 
trójściennym 7, jest: AD CHA DE> ODS+SDE: nakoniec w kącie 
trójściennym Z, jest: A £D-+A EB > DES+SEB. 
Dodawszy teraz ilości większe do większych a mniejsze do 
mniejszych, to summa z ilości większych będzie większą od 
summy z ilości mniejszych; będzie zatóm: 
(ABC+HACH) + (ACD+ADO)+(ADE+AED)+(ABE+AEB)> 

(SB C-+BCS)+(SCD+CDS)+ (SDE+DES)-+ (EBS+SEB) 
a biorąc zamiast dwóch kątów w trójkącie, 180° mnićj ką- 
tem trzecim, wypadnie: 
(180— BAC) + (180% CAD) + (180%- DAE) +(180°- BAŁ)> 

(180— BSC) +(180*- CSD) + (180— DSE)  (180— BSE) 
czyli: 

4 X 180” — BAC — CAD — DAE — BAE > 
4X1800—BSC - CSD — DSE — BSE. 
Nazwawszy dla krótkości kąty BAC, CAD it. d. to jest 
kąty płaskie ograniczające kąt bryłowy dany przez A, 
a znowu kąty BSC, CSD it.d., czyli kąty naokoło 
punktu S przez S, będzie: 
4 X 180— 4 > 4 X 1800 — S 


W téj ostatnićj nierówności przenosząc (— S) na pierwszą 

stronę, a (— A) na drugą i od obydwóch stron odjąwszy 

po 4X 180, wypadnie: 
Solidometrya. 
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S2> A czyli nawzajem A = Ś. 


A że kąty przy Š jako kąty na jednéj płaszczyznie na oko- 
ło jednego punktu ważą 4 kąty proste, więc kąty płaskie 
przy 4, czyli kąty płaskie ograniczające kąt bryłowy, są 
mniejsze od czterech kątów prostych. 

Powyższy dowód da się jeszcze krócćj wyrazić w na- 
stępujący sposób: 

Po przecięciu danego kąta bryłowego płaszczyzną 
BCDE, i obraniu na nićj dowolnego punktu S, oraz 
połączeniu go z wierz- 
chołkami B, C, Dig 
liniami prostemi uwa- 
żam, że summa trójkątów 
bocznych BA C+ CAD 
i t. d. jest równa summie 
trójkątów 35C+ CSD 
it.d. leżących na pła- 


szczyznie BCDE; a że 
w każdym trójkącie sum- 


ma wszystkich trzech ką- 
tów, równa się dwóm ką- 
tom prostym, więc z tego 
wypada, że summa wszystkich kątów w trójkątach bo- 
cznych, równa się summie wszystkich katów w trójkątach 
leżących na płaszczyznie BCDE. 

Lecz w kącie trójściennym B, ograniczonym ką- 
tami płaskiemi ABE, ABC i EBC, jest (no 56) 
ABE+ABC>EBC, czyli ABE+ABC>EBS+SBC. 
W kącie trójściennym C jest podobnież A CB + ACD> 
BCS + SCD, i tak następnie uważając kąty trójścien- 
ne przy punktach D i Æ, wypadnie, że summa kątów 


Fig. 35. 
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u podstaw, w trójkątach bocznych, będzie większą od sum- 
my kątów u podstaw w trójkątach leżących na płaszczy- 
znie BCDE, a że summa wszystkich kątów w trójkątach 
bocznych jest równą summie wszystkich kątów w trójką- 
tach leżących na płaszczyznie BCDE, więc oczywiście 
summa kątów przy wierzchołkach w trójkątach bocznych, 
czyli kątów płaskich ograniczających kąt bryłowy A, jest 
mniejszą od summy kątów przy wierzchołkach w trójką- 
tach leżących na płaszczyznie BCDE, czyli kątów na 
około punktu S. Ponieważ zaś kąty na około punktu S 
jako leżące na jednój płaszczyznie, ważą cztery kąty pro- 
ste, więc kąty na około punktu A, to jest kąty płaskie 
ograniczające kąt bryłowy, są mniejsze od czterech kątów 
prostych. Zatóm w kącie bryłowym trójściennym kąty i t. d. 
co było do okazania. 


Twierdzenie. 


59. Dwa kąty trójścienne są sobie równe, gdy mają po 
kącie dwuściennym równym zawartym pomiędzy dwiema 
ścianami odpowiednio równemi i w tym samym porządku 
ułożonemi. 

Założenie. Niech będą dwa kąty trójścienne A i a 
(fig. 36), mające kąt dwuścieny CAB D=cabd, ścia- 
nę BAC=bac, BAD=badi w tym samym po- 
rządku ułożone; mam dowieść, że kąty te są sobie 
równe. 

Dowodzenie. Wsuwam kąt trójścienny a w kąt trój- 
ścienny A, tak aby punkt a padł na punkt A, krawędź 
ab żeby poszła po krawędzi AB i ściana bad poszła 
po ścianie BAD; że zaś te Ściany z założenia są sobie 
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równe, więc i prosta ad pójdzie po AD. Ponieważ kąt 
dwuścienny (AB D=cabd, a ściana bad leży na BAD 
i krawędź ab 
ży na AB, więc 
i ściana bac 
pójdzie po 
BAC, a że 
te ściany 
z założenia 
są sobie ró- 
d wne, więc 
i krawędź ac 
pójdzie po 
krawędzi 
AC; że zaś 
ad leży także na A D i punkt a na punkcie A, więc cała 
ściana cad przystanie do ściany CAD, a tém samém 
i kąt trójścienny a jest równy kątowi trójściennemu A 
(ne 54). Kąty zatóm trójścienne są sobie równe, kiedy it. d. 
co było do okazania. 


Fig. 36. 


Twierdzenie. 


60. Dwa kąty trójścienne są sobie równe, gdy mają po 
jednćj ścianie równej i po dwa kąty dwuścienne przy tej ścia- 
nie. leżące -równe i w jednakowym porządku ułożone. 

Założenie. Niech będą dwa kąty trójścienne A i a 
(fig. 36), w których zakładam, że ściana BAD = bad, 
kąt dwuścieny CABD=cabd i kąt dwuścienny 
0 ADB=cadb; mam dowieść, że te kąty trójścienne są 
sobie równe. 

Dowodzenie. Wsuwam kąt trójścienny a w kąt trój- 
ścienny A, tak żeby punkt a padł na punkt A, krawędź ab 
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kładę na krawędź AB i ścianę bad na BAD; a że te 
ściany z założenia są sobie równe, więc i krawędź ad 
pójdzie po + D. Dla równości kątów dwuściennych cad d 
i CABD, ściana bac pójdzie po ścianie BAC i kra- 
wędź ac znajdować się będzie na płaszczyznie /3 A C. Dla 
równości znowu kątów dwuściennych cadb i CADB, 
ściana dac pójdzie po PAC i krawędź ac znajdować 
się będzie na płaszczyznie DAC: w jednym więc i tym 
samym czasie, krawędź ac ma się znajdować na dwóch 
płaszczyznach BAC i DAC, a więc musi leżćć konie- 
cznie na ich wspólném przecięciu, to jest na krawędzi A C, 
a tém samém kąty trójścienne A i a są sobie równe. Kąty 
zatćm trójścienne mające po jednćj ścianie równej it. d. co 
było do okazania. 


Twierdzenie. 


61. Dwa kąty trójścienne są sobie równe, gdy mają po 
trzy kąty płaskie ograniczające je równe iw jednakowym po- 
rządku ułożone. 

Założenie. Niech będą kąty trójścienne A i a (fig. 37), 
w których zakładam, że jest kąt BAC = bac, kąt 
BAD=bad i kąt CAD=cad; mam dowieść, że kąt 
trójścienny A równy kątowi a. 

Dowodzenie. Chcąc to okazać, na wszystkich krawę- 
dziach obu kątów trójściennych odcinam części równe, tak 
żeby było AB=AC=AD=ab=ac=ad. Punkta 
B, C i D oraz b, c i d łączę liniami prostemi, i na pła- 
szczyzny BCD i bed, jakby na podstawy kątów trój- 
ściennych A i a, z wierzchołków tychże kątów spuszczam 
prostopadłe AK i ae; to ponieważ pochyłe AB, AC 
i AD są z wykreślenia między sobą równe, więc spodek 
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prostopadłćj A Æ, to jest punkt Æ, jest środkiem koła 
przechodzącego przez spodki tychże pochyłych (w 18), to 
jest przez punkta B, C i D, a tém samém okręgu koła 
opisanego na trójkącie BC D. Dla tćjże samćj przyczyny 
punkt e jest środkiem koła opisanego na trójkącie bed. 


A a 


Uważam teraz dwa trójkąty BAC i bac: te dwa 
trójkąty mają bok A B= ab i bok A Cac z wykreślenia 
a kąt B AC=bac z założenia, a więc trójkąty te są s0- 
bie równe a z ich równości wypada, że bok BC=bc. 
Podobnież z równości trójkątów BAD i bad wypada, że 
jest bok BD=bd, a nakoniec z równości trójkątów 
CAD i cad wypada, że jest bok (D=cd. Dwa więć 
trójkąty BCD i bed mające po trzy boki równe są so- 
bie równe, ʻa więc i koła na tychże trójkątach opisane są 
także sobie równe, to jest, mają promienie równe. Jest więc 
promień BÆ równy promieniowi be. Nakoniec dwa trójką- 
ty prostokątne AEB i aeb mają przeciwprostokątną 
AB=ab z wykreślenia a ramię kąta prostego B K=be 
z dowiedzenia, więc są sobie równe, a z ich równości wy- 
pada, że prostopadła A E=ae. 
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Jeżeli teraz kąt trójścienny a wsuniemy w kąt trój- 
ścienny A, tak aby podstawa bed przystała do podstawy 
BCD, to i punkt e padnie na punkt Æ, a że z punktu da- 
nego na płaszczyznie, jednę tylko do nićj prostopadłę po- 
prowadzić można (n° 9) więc i prostopadła ea pójdzie po 
KA, że zaś te dwie prostopadłe są sobie z dowiedzenia 
równe, więc i punkt a padnie na punkt 4. Skoro zaś pod- 
stawa bed przystała do podstawy BCD i punkt a padł 
na punkt A, więc wszystkie ściany kąta trójściennego a, 
przystaną do ścian kąta trójściennego Æ, a tém samém te 
kąty trójścienne są sobie równe. Kąty więc trójścienne ma- 
jace po trzy kąty i t.d. co było do okazania. 

Twierdzenie to, jeszcze w inny sposób dowiedzione być 
może. I tak niech będą kąty trójścienne A i a (fig.37 bis), 
w których kąt BAC=bac, kąt BAD=bad i kąt 
CAD=cad, trzeba dow że te kąty trójścienne są 
sobie równe. 

Dowodzenie. Od wierzchołków A i a odcinam A Ż=ab. 

Z punktów Bib na ścianach BAC i BAD oraz bac 
A i had pro- 

À wadzę proste 

BC i BD 
oraz be i bd 
prostopadłe 
do odpowie- 
CA dnich kra- 
wędzi AB 
i ab i uwa- 
żam dwa trój- 
kąty ABC 
i abe które mają bok A B=ab z wykreślenia, kąt 
ABC =abc jako kąty proste i kąt BA C=bac z zało- 
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żenia; trójkąty więc te są sobie równe, a w szczególności 
bok AC=zac i BC=bc. Dla takićjże przyczyny trój- 
kąty ABD 
i abd. są so- 
bie równe, 
a z ich ró- 
wności jest 
bok A D=ad 
di BD=bd. 
Trójkąty za- 
tém ACD 
i acd jako 
mające bok 
AC=ac i bok AD=ad z dowiedzenia, a kąt 
CAD=cad z założenia, są sobie równe i jest C D=cd. 
A że z poprzedzającego, jest bok BC=bc i B D=bd, 
więc dwa trójkąty BCD i bed są sobie równe 
a w szczególności kąt CB D=cbd. Lecz kąty CBD 
i cbd są odpowiednie dwójścienym DPABC i dabć 
(ne 40), zatóm kąty trójścienne A i a mają po kącie dwu- 
ściernym DABC i dabe równym zawartym pomiędzy 
dwiema ścianami BAC i BAD oraz bac i bad odpo- 
wiednio równemi, są przeto sobie równe (n* 59). A więc 
kąty trójścienne mające po trzy kąty it d. co było do do- 
wiedzenia. 
Wniosek. Z powyższego dowodzenia się okazuje, że 
kąty trójścienne mające po trzy kąty płaskie odpowiednio 
równe, mają i po trzy kąty dwuścienne odpowiednie równe. 


Fig. 37 bi». 


Twierdzenie. 


62. Wewnątrz kata bryłowego trójśeiennego obrawszy 
gdziekolwiek punkt i z tego punktu. spuściwszy prostopadłe 
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do ścian tegoż kąta a następmie przez każde dwie prostopa- 
dle przesunąwszy płaszczyznę, te trzy płaszczyzny utworzą 
nowy kąt trójścienmy, którego kąty pochyłości płaszczyzn, 


czyli kąty dwuścienne są spełnieniami przeciwległych kątów 
płaskich danego kąta trójściennego; i nawzajem kąty płaskie 


utworzonego kąta trójściennego są spelnieniami przeciwle- 
głych kątów dwuściennych danego kąta trójściennego. 
Założenie, Niech będzie kąt trójścienny O (fig. 38) ogra- 
niczony trzema kątami płaskiemi A OB, AOC i COB. 
Obrawszy wewnątrz niego gdziekolwiek punkt o i z tego 
punktu spuściwszy oa prostopadłą do COB, ob prosto- 
padłą do AOC i oc prostopadłą do A O B i przez te pro- 
stopadłe poprowadziwszy płaszczyzny, utworzy się przez to 
kąt trójścienny o. Trzeba więc dowieść, że kąty dwuścienne 
kąta o są spełnieniem kątów płaskich danego kąta O, i na- 
wzajem kąty dwuścienne danego kąta trójściennego O, są 
spełnieniem kątów płaskich utworzonego kąta trójściennego. 
Dowodzenie. Płaszczyzna przechodząca przez ob i oc, 
jako przez linie prostopadłe do płaszczyzn AOC i AOB 
jest do tychże 
płaszczyzn pro- 
stopadłą (ns 47) 
a tém samém 
prostopadłą do 
ich wspólnego 
przecięcia A O 
(n° 52), i nawza- 
jem AO jest 
prostopadłe do 
płaszczyzny boc 
a tém samém 
prostopadłe do 


Soliddometrya. S 
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linii bd i ed, na tćj płaszczyznie przez spodek d pro- 
stój A O przechodzących a będących przecięciami się pła- 
szczyzny boc z płaszczyznami AOC i AOB. Podobnież 
płaszczyzna przeprowadzona przez oa i oc jest prosto- 
padłą do BO 
i nawzajem BO 
prostopadłą do 
płaszczyzny aoc 
a tém samém do 
linii ag i ge, 
z których ag le- 
ży na płaszczy- 
znie COB i jest 
wspólnćm prze- 
cięciem się tćj 
płaszczyzny 
z płasz 
aoc, zaś ge le- 
ży na płaszczyznie A O B i jest wspólnćm przecięciem się 
téj płaszczyzny z płaszczyzną aoc. Nakoniec płaszczyzna 
przeprowadzona przez linie oa i ob jest prostopadłą do 
CO, i nawzajem CO jest prostopadłą do płaszczyzny aob 
a tém samém do linii af i fb. Ponieważ AO jest prosto- 
padłą do płaszczyzny boe, CO do płaszczyzny aob, 
a RO prostopadłą do płaszczyzny aoc, dany więc kąt 
trójścienny O jest tém dla utworzonego kąta o, czćm ten 
ostatni jest dla pierwszego. 

W czworokącie dOge, kąt Ode i kąt Oge są 
proste a więc kąt dJOg z kątem dcg, czynią dwa 
kąty proste, czyli jeden drugiego jest spełnieniem. Lecz 
kąt dcg jest kątem odpowiednim dwuściennemu aoch, 
kąta trójściennego o, bo ma ramię dc na płaszczyznie 


0 


zną 
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boc, a ramię cg na płaszczyznie aoc, i obadwa te ra- 
miona prostopadłe do wspólnego przecięcia się tych pła- 
szezyzn to jest do oc, które będąc z wykreślenia pro- 
stopadłe do płaszczyzny AOB, jest tém samém prosto- 
padłém do prostych cg i cd, przez jego spodek na téj 
płaszczyznie przechodzących. Kąt zaś dOg czyli AOB 
jest kątem płaskim kąta trójściennego O i kątowi dcg 
przeciwległym; zatóm kąt płaski kąta trójściennego O, 
z kątem dwuściennym kąta trójściennego o, sobie prze 
ciwległym, są kątami spełniającemi się do 180°. 


Tym sposobem, uważając czworokąt dO)fb, dowiedzie- 
my, że kąt dOf czyli AOC, z kątem dbf czyli dwu- 
ściennym coba spełniają się wzajemnie do 180°, a uwa- 
żając czworokąt fOga, okaże się, że kąt fOg czyli 
COB z kątem fag czyli dwuściennym boac spełniają 
się również do 180°. 

Następnie w czworokącie dboc, kąty dbo i dco są 
proste, zatém kąt płaski boc, utworzonego kąta trój- 
ściennego o, z kątem bdc, odpowiednim dwuściennemu 
CAOB danego kąta trójściennego O, czynią dwa kąty 

- proste; jest więc jeden spełnieniem drugiego. 

Tak samo dowiedzie się, że kąt aob z kątem afb 
czyli dwuściennym AOC B, kąta trójściennego O, i kąt 
aoc z kątem age czyli dwuściennym COBA, tegoż 
kąta trójściennego © wzajemnie się spełniają do 180°. 

A zatóm wewnątrz kąta trójściennego, obrawszy gdzie- 
kolwiek punkt i z tego punktu i t. d. co było do okazania. 

Kąty trójścienne takie jak O i o nazywają się spełnia- 
„Jącemi. 
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Twierdzenie. 


63. Kąty trójścienne mające nachylenia się ścian odpo- 
wiednich jednakowe, mają i ściany odpowiednie równe, a tóm 
samém są sobie równe. 

Dowodzenie. Oznaczmy dane kąty trójścienne przez A 
ia, a kąty ich spełniające przez Ł ib. Ponieważ kąty 
A ia mają z założenia kąty dwuścienne odpowiednio ró- 
wne, to i spełnienia tych kątów, czyli kąty płaskie ogra- 
niczające kąty trójścienne B i b są sobie równe, a tém sa- 
mém jest kąt trójścienny B=b (n° 61). 

Z równości kątów trójściennych B i b wypada, że mają 
kąty dwuścienne odpowiednie sobie równe (n* 61, wniosek), 
a więc i spełnienia tych ostatnich czyli kąty płaskie, ogra- 
niczające dane kąty trójścienne A i a są także sobie równe. 
Dane więc kąty trójścienne A i a mające teraz po trzy kąty 
płaskie ograniczające je równe, są sobie równe. Co było 
do okazania. 

Twierdzenie. 

64. W kącie trójściennym każdy kąt dwuścienny powię- 
kszony dwoma kątami prostemi, jest większy od dwóch pozo- 
stałych kątów dwuściennych. Summa zaś trzech kątów dwu- 
ściennych kąta trójściennego jest większą od dwóch a mniej- 
szą od sześciu kątów prostych. 

Dowodzenie. Niech A, B i C oznaczają trzy kąty dwu- 
ścienne danego kąta trójściennego, to kąty płaskie ograni- 
czające kąt trójścienny spełniający go, będą 180% —A,* 
1800—B i 180°— C (n 62). 

Lecz w kącie trójściennym, jedna ściana jest mniejszą 
od dwóch pozostałych (n° 56); jest więc: 

1800 — A < 180— B + 180% — C 
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czyli zmieniając w całćj tćj nierówności znaki na przeci- 
wne, będzie: 
—180+ A> —180 + B —180 +C 
czyli: 
A— 180” > B + C— 360° 
Dodając do obydwóch stron tćj ostatnićj nierówności 
po 360°, jest: 
A— 180° + 360° > B + C — 360° + 360° 
czyli; 
A+180 > B+C. 
A zatém w kącie twójściennym, każdy kąt dwuścienny powię- 
kszony dwoma kątami prostemi i t. d. co było do okazania. 
Co do drugiego. Trzy kąty płaskie kąta trójściennego 
spełniającego, są podług powyższego 180°— A, 180—B 
i 180°— C. Lecz summa kątów płaskich ograniczających 
kąt bryłowy jest mniejsza od czterech kątów prostych 
(ne 58), ale zawsze większą od zera. Jest więc: 
180°— A + 180°— B + 180% —C > 0 
180°— A + 180°— B + 180 —C < 4x 90° 
czyli: 
1) 6X90—4—B—C>0 
2) 6X90—4A—B—C <4Xx90 
W nierównościach 1) i 2) przenosząc 6 X 90 na drugie 
strony, będzie: 
—A—B — C > —6 Xx 90° 
—A—B—C<—2X90 
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Zmieniając w dwóch ostatnich nierównościach znaki na 
przeciwne, jest: 
A+B+C<6X90 
A+B+C>2X90 
czyli, że summa trzech kątów dwuściennych kąta trójścienne- 
go jest większą itd. co także było do okazania. 

Uwaga 29% Ważnóm jest podobieństwo, jakie zachodzi 
pomiędzy własnościami trójkąta a kąta trójściennego. Mo- 
żna z jednych przechodzić do drugich podstawiając za boki, 
kąty i wierzchołki trójkąta, ściany, kąty dwuścienne i kra- 
wędzie kąta trójściennego. I tak: 

1° W trójkącie summa dwóch boków jest większą od 

trzeciego. 
W kącie trójściennym summa dwóch ścian jest wię- 
kszą od trzecićj. 

2 W trójkącie mającym dwa kąty równe, boki przeci- 
wne kątom równym, są sobie równe. 

W kącie trójściennym mającym dwie ściany sobie ró- 
wne, kąty dwuścienne tym ścianom przeciwległe, są 
sobie równe, 

Jeżeli trójkąty mają po trzy boki odpowiednie równe, 
mają i kąty tym bokom przeciwne, sobie równe. 
Jeżeli kąty trójścienne mają po trzy ściany odpowie- 
dnie równe, mają i kąty dwuścienne tymże ścianom 


3 


przeciwne, także sobie równe it. d. 

Ważnóm jest również i to, że chociaż każdćj własności 
trójkąta, odpowiada własność kąta trójściennego, to nie 
zawsze własnościom kąta trójściennego odpowiadają wła- 
sności trójkąta. I tak np. własności, że w kącie trójścien- 
nym, summa ścian jest mniejszą od czterech kątów pro- 
stych, nie ma odpowiednićj w trójkącie. 
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ROZDZIAŁ III. 


0 WIELOŚCIANACH W OGÓLNOŚCI — WIELOŚCIANY 
FOREMNE I SYMETRYCZNOŚĆ, 


65. Bryłą wielościenną albo wiełościanem nazywamy 
bryłę ograniczoną ze wszystkich stron płaszczyznami, któ- 
re się nazywają ścianami wielościanu. 

Wspólne przecięcia się ścian nazywają się krawędziami, 
a punkta w których się przecinają krawędzie, wierzchołka- 
mi wielościanu. 

Linia prosta łącząca wierzchołki wielościanu a nie leżą- 
ca na żadnćj z jego ścian, nazywa się przekątną wielościanu. 

Na ograniczenie wielościanu najmnićj czterech pła- 
szczyzn potrzeba, bo jak wiemy, trzy płaszczyzny dopiero 
kąt bryłowy utworzyć mogą. 

Wielościan przybiera nazwisko od ilości ścian, które go 
ograniczają. Może więc być czworościanem, pięciościanem, 
sześciościanem i t. d., a to stosownie do tego, czy go czte- 
ry, pięć, sześć lub więcćj ścian ogranicza. 

Wielościan jest wypukłym, jeżeli cały znajduje się po 
jednój stronie każdćj z ograniczających go płaszczyzn do- 
statecznie przedłużonych; wklęsłym zaś, jest w przypadku 
przeciwnym. 
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W kursie tym mówić tylko będziemy o wielościanach 
wypukłych. 


Wielościany mogą jeszcze być foremne lub nieforemne. 


66. Wielościan foremny jest wtenczas, kiedy wszystkie 
jego ściany są wielokątami foremnemi o jednakowćj liczbie 
boków i sobie równemi. Wielościanów foremnych jest tylko 
pięć i więcćj ich być nie może, a to dla tego, że na ogra- 
niczenie kąta bryłowego, najmnićj trzech kątów płaskich 
potrzeba, i że summa kątów płaskich ograniczających 
kąt bryłowy, musi być mniejszą od czterech kątów pro- 
stych (n° 58). 

Rozbierzmy to po szczególe. Ponieważ najprostszy ze 
wszystkich wielokątów jest trójkąt, zacznijmy więc bryłę, 
a tém samém i kąty bryłowe ogra- 
niczać trójkątami foremnemi. Weźmy 
najprzód najmnićj ile wziąć można 
kątów płaskich na ograniczenie kąta 
bryłowego, to jest trzy, i zobaczmy 
czy kąt bryłowy ztąd utworzony bę- 
dzie odpowiadał warunkom. Ponie- 
waż każdy kąt trójkąta foremnego 
waży 60° czyli ż kąta prostego, więc 
trzy takie kąty ważyć będą 180° to 
jest mnićj niż cztery kąty proste. 
Będziemy więc już 
mieli jeden wielo- 
ścian ograniczony 
trójkątami foremnemi, 
którego kąty bryłowe 
są trójścienne, i wie- 
lościan taki A się czworościanem foremnym (fig. 39). 
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Następnie wzią- 
wszy cztery trójkąty, 
czyli cztery kąty pła- 
skie trójkąta forem- 
nego, na ograniczenie 
kąta bryłowego, sum- 
ma tych czterech 
kątów ważyć będzie 
240°, to jest mnićj 
jak cztery kąty pro- 
ste, a więc znowu 
mieć będziemy drugi 
wielościan foremny, 
którego kąty bryło- 
we będą czworo- 
ścienne, i taką 


bryłą jest ośmiościan 
Fig. 40. foremny (fig. 40). 
Wziąwszy dalćj pięć trój- 
kątów, czyli pięć kątów pła- 
skich tr 


kąta foremnego, na 


ograniczenie kąta bryłowego, to 
summa tych pięciu kątów pła- 
skich ważyć będzie 300”, za- 


wsze mnićj jak cztery kąty pro- 


Fig. 41. 
ste, mićć zatóm będziemy trzeci wielościan foremny, ogra- 
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nieczony trójkątami, którego kąty bryłowe będą pięcio- 
Ścienne i taką bryłą jest dwudziestościan foremny (fig, 41). 


Gdybyśmy teraz chcieli ograniczyć kąt bryłowy sze- 
ścioma kątami płaskiemi trójkąta foremnego, to ponieważ 
sześć takich kątów waży 360°, czyli cztery kąty proste, 
a summa kątów płaskich ograniczających kąt bryłowy, 
musi być koniecznie mniejszą od czterech kątów prostych 
(ne 58), więc taki kąt bryłowy a tém samém i wielościan 
mający kąty sześcienne istńićć nie może. Tém bardzićj więc 
nie może także istnićć wielościan ograniczony trójkątami 
foremnemi, któregoby kąty bryłowe były siedmiościenne, 
ośmiościenne i t. d. Trzy więc tylko są wielościany forem- 
ne ograniczone trójkątami, to jest: czworościan, ośmiościan 
i dwudziestościan. 


67. Po trójkątach następują czworokąty; wziąwszy 
więc trzy, to jest najmnićj ile tylko wziąść można kątów 
płaskich czworokąta foremnego na ograniczenie kąta bry- 
łowego, to ponieważ każdy kąt w czworokącie foremnym 
czyli w kwadracie jest prosty, zatóm waży 90°, trzy więc 
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ważyć będą 270° czyli mnićj 
jak cztery kąty proste. Mo- 
żna więc będzie bryłę ograni- 
czyć kwadratami. Bryła taka 
mióć będzie kąty trójścienne 
i nazywa się sześcianem fo- 


remnym czyli po prostu sze- 


ścianem, albo inaczćj kubi- 
kiem (fig. 42): 
Cztery kąty pła- 
skie kwadratu 


już ważyłyby 


cztery kąty pro- 


ste, a ztąd ką- 
ta bryłowego 


ograniczyćby 


nie mogły. 


68. Weźmy teraz pięcio- 
kąty foremne. Wiadomo, że 
każdy kąt pięciokąta forem- 
nego waży $ kąta prostego 
czyli 108°. Wziąwszy więc 
| znów najmnićj iie wziąść mo- 
żna, to jest trzy kąty pięcio- 
kąta foremnego na ograni- 
czenie kąta bryłowego, to 
Fig. 43. ponieważ każdy kąt pięcio- 
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kąta foremnego waży jakeśmy powiedzieli 108°, więc trzy 
ważyć będą 324, czyli mnićj jak cztery kąty proste; mo- 
żna więc będzie ograniczyć bryłę samemi pięciokątami fo- 
remnemi, i bryła ta mająca kąty bryłowe trójścienne, na- 
zywa się dwunastościanem foremnym. (fig. 43). 

Czterema kątami płaskiemi pięciokąta foremnego, kąt 
bryłowy ograniczyć się nie da, bo cztery kąty pięciokąta 
foremnego ważyłyby 432°, to jest więcćj niż cztery kąty 

proste. A skoro nie można ograniczyć kąta bryłowego 
czterema kątami płaskiemi pięciokąta foremnego, nie mo- 
żna go tém bardzićj ograniczyć pięcioma, sześcioma, sie- 
dmioma i t. d. Jest więc tylko jedna bryła foremna, ogra- 
niczona pięciokątami foremnemi to jest: dwunastościan fo- 
remney. 


Trzema kątami sześciokąta foremnego, już kąta bryło- 
wego ograniczyć nie można; bo ponieważ każdy kąt takiego 
sześciokąta waży 120°, trzy ważyłyby 360°, czyli cztery 
kąty proste. 

Wielokąt foremny im jest o większćj liczbie boków, 
tém ma kąty wewnętrzne większe, a zatém kiedy trzema 
sześciokątami, kąta bryłowego ograniczyć nie można, to 
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tóm bardzićj nie można go ograniczyć trzema siedmioką- 
tami foremnemi, ośmiokątami foremnemi i t. d. 

Jest więc tylko pięć wielościanów foremnych, a miano- 
wicie: ograniczonych trójkątami foremnemi trzy: czworo- 
ścian, ośmiościan i dwudziestościan; kwadratami jeden to 
jest sześcian, pięciokątami jeden: dwunastościan, i więcój 
ich być nie może. 

Uwaga 1** Pod figurą każdćj z powyższych pięciu brył 
(fig. 39, 40, 41, 42, 43), narysowana jest sieć wielokątów 
ją ograniczających, a to dla pokazania w jaki sposób można 
te bryły bardzo łatwo samemu zrobić. Trzeba bowiem tyl- 
ko, wykroić np. z tektury, obwód sieci czyli figurę ozna- 
czoną liniami zewnętrznemi, a wszystkie linie wewnętrzne, 
odgraniczające wielokąty między sobą, do połowy grubości 
tektury ponarzynać. Z tak przygotowanćj figury, bez ża- 
dnych już trudności złoży się wielościan żądany. 

Uwaga 22 (zworościan foremny jako ograniczony czte- 
rema trójkątami równobocznemi, ma wszystkich boków tych 
trójkątów 4X3=12, a że 2 boki dają jedną krawędź, tych 
więc ostatnich będzie + =6. Co do kątów płaskich, tych 
w czworościanie jest 4X3, a że trzy kąty płaskie tćj bry- 
ły tworzą jeden jéj kąt bryłowy, kątów zatóm bryłowych 
będzie ** =4. 

Ośmiościan foremny składa się z ośmiu trójkątów ró- 
wnobocznych, ma więc wszystkich boków 8X3=24, kra- 
wędzi *%*=12, wszystkich kątów płaskich 8X3=24, 
a że cztery płaskie idą na jeden bryłowy, tych więc osta- 
tnich będzie *2=6. 

Dwudziestościan foremny ma ścian trójkątnych dwa- 
dzieścia, wszystkich zatóm boków a tóm samóm i kątów 
płaskich 3X20=60, krawędzi #2 =30, kątów bryło- 


z 
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wych ¢$=12, na każdy bowiem kąt bryłowy idzie pięć 
płaskich. 

Sześcian ma ścian kwadratowych sześć, boków a tém 
samém i kątów płaskich 6X4=24, krawędzi **=12, 
kątów bryłowych trójściennych + =8. 

Dwunastościan foremny ma ścian pięciokątnych dwa- 
naście, boków a tém samém i kątów płaskich 5X12= 60, 
krawędzi 42 =30, kątów bryłowych trójściennych =20. 


Uwaga 3 Liczba ścian sześcianu odpowiada liczbie 
kątów bryłowych ośmiościanu, i odwrotnie. Takaż sama 
odpowiedniość zachodzi pomiędzy liczbami ścian i kątów 
bryłowych dwunasto i dwudziestościanów. 


O SYMETRYCZNOŚCI. 


69. Symetrya uważaną być może potrójnie: to jest al- 
bo względem punktu, albo względem linii, albo téż wreszcie 
względem płaszczyzny. 

Punkt, linia lub płaszczyzna, względem których uważa 
się symetrya, nazywają się: punkt, środkiem; linia, osią; 
a płaszczyzna, płaszczyzną symetryi. 

Figury są wtenczas symetryczne względem punktu, 
kiedy mają wierzchołki odpowiednie na liniach prostych 
przechodzących przez środek symetryi, i dzielących się 
w nim na dwie równe części. I tak np. dwa czworościany 
ABCD i abcd (fig. 44) są symetryczne względem pun- 
ktu Z, gdyż wierzchołki A i a, Bib, Cie, Did, 
są na liniach Aa, Bb, Cc, Dd przechodzących przez 
punkt Z, czyli przez środek symetryi i dzielących się 
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w nim na dwie 
równe części, 
tak że jest 
AE=EKa, BE= 
=Eb i t.d. 
Figury sy- 
metryczne 
względem linii 
są wtenczas, 
kiedy ich wierz- 
chołki odpowie- 
dnie znajdują 
się na liniach prostopadłych do osi symetryi i w równych 
od nićj odległościach. I tak (fig. 45), wielokąty AB CDE 
i abede są sy- 
metryczne 
względem linii 
FG, która jest 
osią symetryi, 
bo mają wierz- 
© chołki A i a, 
Bid, GWO 
it.d. na liniach 
Aa, Bb, Ce 
it.d. prostopa- 
dłych do osi sy- 
metryi FG i po- 
dzielonych przez tęż oś na dwie równe części tak, że jest 
AH=Ha, BK=Kb, CM=Me it. d. 


Fig. 44 


Fig. 45. 


Względem linii mogą być tylko symetrycznemi figury 
płaskie. 
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Nakoniec figury symetryczne względem płaszczyzny są 
wówczas, gdy ich wierzchołki odpowiednie znajdują się na 
liniach prostopadłych do téj płaszczyzny i w równych od 
nićj odległościach. Tak np. dwa czworościany ABCD 
i abcd (fig. 46) są symetryczne względem płaszczyzny 
MN, bo ma- 
ją wierzchoł- 
A ki Aia, Bib, 

j Cicit.d. na 
liniach Aa, 
Bb, Cci t.d. 
prostopa- 
dłych do 
płaszczyzny 
symetryi 
MN i podzie- , 
lonych przez 
tęż płaszczyznę na dwie równe części, tak że jest A Z=Ha, 
BG=Gb it. d. 


Fig. 46. 


Twierdzenie. 


70. Figury symetryczne względem osi symetryi, są so- 
bie r. , 
Założenie. Niech będą dwa wielokąty ABCDE 
i abede (fig. 45) symetryczne względem osi symetryi 
FG, mam dowieść że są sobie równe. 

Dowodzenie. Obracajmy wielokąt abede około osi 
symetryi FG, tak ażeby wierzchołki jego a, b, c, d, e, 
znajdowały się ciągle na liniach prostopadłych do tćjże 
osi FG i odległości swych od nićj nie zmieniały. Wów- 
czas wielokąt abcde będący pod osią symetryi, przej- 
dzie nad tęż oś, i ponieważ Ha=HA, punkt a padnie 
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na punkt A. Dla 
tćj samćj przy- 
czyny punkt b 
padnie na B, 
punkt c na C 
git d, czyli 
wierzchołki wie- 
lokąta abede 
padną na wierz- 
ehołki wieloką- 
ta ABCDE 
a tém samém 
i boki pierwsze- 
go, pójdą po bokach drugiego; więc dwa te wielokąty są 
sobie równe. Figury zatóm symetryczne itd. co było do 
okazania. 


Fig. 45. 


Twierdzenie. 


71. W dwóch wielościanach symetrycznych, ściany odpo- 
wiednie są sobie równe, i nachylenie się ścian przyległych 
w jednym wielościanie, jest równe nachyleniu się ścian odpo- 
wiednich w drugim, 

Założenie. Niech będą dwa wielościany symetryczne 
względem płaszczyzny symetryi MN (tig. 47). Wierzchoł- 
kami kątów bryłowych jednego niech będą punkta A i B, 
a wierzchołkami odpowiedniemi drugiego a i b; mam do- 
wieść, że wielościany te mają ściany odpowiednie równe 
i nachylenie się ścian przyległych w jednym, jest równe 
nachyleniu się ścian odpowiednich w drugim wielościanie. 

Dowodzenie. Ponieważ dane dwa wielościany są syme- 
tryczne, względem płaszczyzny MN, a więc linie Aa i Bb 


Solidometrya w 


http://rcin.org.pl 


= gy PR 


są do tćj płaszczyzny prostopadłe, i w punktach przecię- 
cia się z nią, to jest w punktach F i J podzielone na dwie 
równe części. 


Obracając teraz trapez F.Jba około boku FJ, tak aże- 
by się położył na trapezie FJ BA, to ponieważ kąty a FJ 
i AFJ tu- 
dzicż kąty 
bJF i BJF 
są proste, bo 
linie Aa 
i Bb będąc 
prostopadłe 
do płaszczy- 
zny MN, są 
także pro- 
stopadłe i do 
linii FJ prze- 
chodzącćj 
przez ich 
spodki (n° 7); więc linia Fa pójdzie po FA, a Jb 
po JB, aże Fa=FA i Jb =JB, więc punkt a padnie 
na punkt A i punkt b na punkt B: ztąd linia ab =AB 
i jedna do drugićj zupełnie przystaje. 


Fig. 47. 


Niech będzie D wierzchołkiem kąta bryłowego w wic- 
lościanie górnym, a d wierzchołkiem kąta bryłowego jemu 
odpowiedniego w wielościanie dolnym, to będziem mieli 
podobnie jak powyżćj BD=bd i AD=ad. Trójkąt 
więc A BD zawarty pomiędzy trzema wierzchołkami k: 
tów bryłowych w wielościanie górnym, jest równy trój 
towi abd zawartemu pomiędzy trzema odpowiedniemi 
wierzchołkami w wielościanie dolnym. 
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Gdyby jeszcze punkt C był wierzchołkiem kąta bry- 
łowego w wielościanie górnym, a punkt c wierzchołkiem 
odpowiedniego kąta bryłowego w wielościanie dolnym, to 
przez podobne jak powyżćj dowodzenie okazałoby się, że 
B C=bc, DC=de a tém samém, że trójkąt D B C=dbc. 
Podobnym sposobem dowieśćby można, że wszystkie trój- 
kąty jak ABD, DBC it. d. znajdujące się na powierz- 
chni wielościanu górnego, byłyby równe odpowiednim trój- 
kątom abd, dbe it. d. na powierzchni wielościanu dolne- 
go, czyli że powierzchnie dwóch danych wielościanów sy- 
metrycznych składają się z jednakowćj liczby trójkątów 
odpowiednio sobie równych; biorąc więc z nich te, które 
składają jedne ściany, pokaże się że ściany odpowiednie 
w wielościanach symetrycznych są sobie równe. 


Aby okazać że nachylenia się ścian przyległych w je- 
dnym wielościanie, są równe nachyleniom się ścian odpo- 
wiednich w drugim, uważmy którekolwiek dwa kąty bryło- 
we, np. B ib. Kąty te mają: kąt płaski A 3 D=abd, kąt 
DBC=dbe z dowiedzenia, i kąt A B Czabc; bo jakby- 
śmy połączyli punkt A i C, tudzież a i c liniami prostemi, 
to byłby trójkąt A 5 C=abc. A więc trzy kąty płaskie 
ograniczające kąt trójścienny B, są równe trzem kątom 
płaskim ograniczającym odpowiedni kąt bryłowy b, zatóm 
nachylenia się ścian odpowiednich mają jednakowe (n» 61, 
wniosek). W dwóch zatóm wielościanach symetrycznych , 
ściany odpowiednie i t. d. co było do okazania. 


Uwaga. Ponieważ dwa powyższe wielościany symetry- 
czne mają ściany odpowiednie równe, nachylenia się ścian 
przyległych w jednym, równe nachyleniom się ścian odpo- 
wiednich w drugim, a tém samém i kąty bryłowe równe; 
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więc są sobie równe, ale równe przez symetryą, bo ścia- 
ny jednego są przeciwnie ułożone jak ściany drugiego. 

Przykład równości przez symetryą bardzo jasno przed- 
stawia się na rękach lub nogach człowieka. Obie ręce są so- 
bie równe, lecz równe przez symetryą, bo np. rękawieczka 
z lewćj ręki nie wejdzie na rękę prawą, choć jest jéj zupeł- 
nie równa. 
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ROZDZIAŁ IV. 


0 GRANIASTOSŁUPIE, RÓWNOLEGŁOŚCIANIE I WALCU. 


72. Graniastosłup czyli pryzma jest to bryła otoczona 
równoległobokami, a z jednćj i drugićj strony ograniczo- 
na wielokątami równemi i od siebie równoodległemi (fig. 
48 i 49). 

Wielokąty ABCDE i FGHJK ograniczające gra- 
miastosłup nazywają się podstawami. 

tównoległoboki AF, EK, DJ it.d. otaczające gra- 
niastosłup nazywają się ścianami, a linie wspólnego prze- 
«cięcia się ścian, jak AG, EF, DK it.d. nazywają się 
krawędziami graniastosłupa. 

Ściany graniastosłupa razem wzięte, składają powierz- 
«chnię boczną. 

Prostopadła L M, spuszezona 
jednój podstawy na drugą, nazyw 
stosłupa. 


któregokolwiek punktu 
się wysokością grania- 


Jeżeli krawędzie graniastosłupa są prostopadłe do jego 
podstaw, czyli jeżeli są zarazem wysokościami, to wów- 
czas graniastosłup jest prosty i ściany jego są prostokąta- 
mi. W przeciwnym razie, gdy krawędzie graniastosłupa są 
pochyłe do jego podstaw, czyli gdy ściany są równoległo- 
bokami, graniastosłup jest pochyły. 
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Graniastosłup można uważać jako utworzony przez po- 
suwanie się wielokąta równoodlegle od pierwszego swego 
położenia po pewnćj linii prostćj. 
I tak, jeżelibyśmy wielokąt 
ABCDE (fig.48 i 49) posuwali 
po linii prostój A (r, równoodlegle 
od pierwszego swego położenia, 
to wierzchołki wielokąta czyli pun- 
kta A, B, C it. d. utworzą przez 
to posuwanie, linie AG, EF, DK 
it.d. czyli krawędzie graniastosłu- 
pa; boki wielokąta to jest linie AB, 
BC£CD'i t.d. utworzą płaszczy- 
zy AH, BJ, DJ i t.d. czyli ścia- 
ny graniastosłupa, a nakoniec sama płaszczyzna wielokąta 
ABCDE, przebieży przestrzeń ABCDEFGHJK, 
która jest graniastosłupem. 

Jeżeli linia po którćj się posuwa wielokąt tworzący 
graniastosłup, jest do płaszczyzny tego wielokąta prostopa- 
dłą, jak np. linia A G 
(fig. 46), to utworzy 
się graniastosłup pro- 
sty; jeżeli zaś jest do 
płaszczyzny wieloką- 
ta pochyłą, jak np. li- 
nia AG (fig. 49), to 
utworzy się grania- 
stosłup pochyły. 

78. Z tego spo- 
sobu tworzenia się 
graniastosłupa wypa- 
da, że wszelkie prze- 
Fig 40. cięcie tćj bryły pła- 
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szczyzną równoodległą od podstawy, jest wielokątem po- 
dobnym i równym podstawie. 

Graniastosłup przybiera nazwisko od swojćj podstawy 
i jest trójkątnym, jeżeli za podstawę ma trójkąt, czworo- 
kątnym jeżeli ma czworokąt, pięciokątnym jeżeli ma pię- 
ciokąt it. d. 

Najprostszy ze wszystkich graniastosłupów jest grania- 
stosłup trójkątny. 

Przecięcie graniastosłupa pochyłego płaszczyzną 
NOPQR prostopadłą do jego krawędzi (fig. 49) nazywa 
się profilem. 

Graniastosłup prosty, mający za podstawy wielokąty 
foremne, nazywa się graniastosłupem foremnym. 


(3 


Fig. 51. 

Część graniastosłupa ABCDEFGHJK (fig. 50) 
zawarta pomiędzy podstawą ABCDE a przecięciem 
FGHJK nierównoodległóm od podstawy, nazywa się 
klocem qgraniastostupowym. 

Graniastosłup mający za podstawy równoległoboki 
(fig. 51) nazywa się równoległościanem. 

Płaszczyzna A G H D (fig.51) przechodząca wewnątrz 
równoległościanu, przez dwie jego krawędzie przeciwległe, 
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nazywa się płaszczyzną przekątną. Proste AH i DG bę- 
dące przekątnemi pła 


y przekątnój, nazywaj > 
nu. Końce przekątnych są wierz- 
chołkami równoległościanu sobie przeciwległemi. 


przekątnemi równoleg ło: 


Równoległościan mający za podstawy i 
kąty (fig. 
stokątnym albo krócćj prostopadłościanem. 


iany prosto- 
2) nazywa się równoległościanem prostym pro- 


c © 


Fig. 53. 


Prostopadłościan mający za podstawy i ściany kwa- 
draty (fig. 53), nazywa się sześcianem. W sześcianie w 
stkie krawędzię są sobie równe. 


Jeżelibyśmy na płaszczyznie wykreślili okrąg koła lub 
inną jaką krzywę, i linię prostą pod jakimkolwiek kątem 
nachyloną do téj płaszczyzny, posuwali po owój linii krzy- 
wój równoodlegle od pierwszego swego położenia i przytóm 
wyobrazili sobie, że linia ta posuwając się ślad po sobie pozo- 
stawia; to wówczas powierzchnia krzywa zakreślona tą pro- 
stą, nazywa się powier a posuwającą 
się zwać będziemy two g koła, lub 


nią walcową. Prost 


cą, a rzeczony okrą 
każdą inną linię krzywą na płaszczyznie nakreśleną kiero- 
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wnicą. Mówić tu będziemy tylko o takićj powierzchni wal- 
cowćj, która za kierownicę ma okrąg koła. 


Twierdzenie. 


74. Jeżeli powierzchnię waleową przetniemy płaszczy- 
zna równoodległą od tj na którćj zakreśloną została kiero- 
wnica, to przecięcie ztąd otrzymane będzie zupelnie równe 
kierownicy. 

Założenie. Niech AB C D EF będzie okręgiem koła bę- 
dącego kierownicą (fig. 54), którego środkiem jest punkt S, 
linia Aa tworzącą, posuwającą się po tym okręgu koła ró- 
wnoodlegle od swego pierwotnego położenia i zajmującą 
następnie położenia Bb, Ce it. d. Niech abedef będzie 
przecięciem równoodległóm od płaszczyzny 4B CD EF; 
mam dowieść, że to przecięcie jest okręgiem koła, równym 
okręgowi AB CD EF. s 

Dowodzenie. Ze środka S prowadzę linię równoodległą 
od któregokolwiek położenia tworzącćj, do spotkania się 

z płaszczyzną przecięcia abedef 
w punkcie s. Punkt $ z punkta- 
mi A, B, C, D, EiF tudzież 
punkt s z punktami a, b, c, d, e i f 
łączę liniami prostemi. Uważam 
w czworokącie Aas S, że Aa= 
Ss jako linie równoodległe za- 
warte pomiędzy płaszczyznami 
ABCDEF i abedef od sie- 
bie równoodległemi (n° 28), 
a więc jest i AS=as. Podo- 
Fig. 54. bnież uważając czworokąt 

BbsS wypadnie, że BS=bs. Dla tćj samćj przyczyny 
CS=cs, DS=ds it.d. Aże AS=BS=CS=DSit.d. 


Solidometrya. u 
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jako promienie koła, więc i as=bs=cs=dsi t.d. Linia 
krzywa więc abcdef ma wszystkie punkta równooddalone 
od środka s, jest więc okręgiem koła, którego promienie 
as, bs, es it. d. są równe promieniom A S, BS, CSi t.d., 
a tém samém, równym kierownicy ABCDEF. Jeżeli 
więc powierzchnię walecową przetniemy i t. d. co było do 
okazania. 

16. Uwaga 1** Powierzchnia walcowa wraz z pła- 
szczyzną kierownicy i płaszczyzną przecięcia równoodległą 
od płaszczyzny kierownicy, ograniczają bryłę walcem na- 
zwaną. 

Walec może być prosty i pochyły. Jeżeli twor: 


prosty: jeżeli zaś tworząca jest do płaszczyzny kierownicy 
pochyłą, to walec jest pochyły. 


Fig. 56. 


Koła AB i DC ograniczające walec (fig. 55 i 56) 
nazywają się podstawami; prostopadła JG (fig. 56) spu- 
szczona z któregokolwiek punktu jednój podstawy na 
drugą, wysokością; linia prosta EF łącząca środki pod- 
staw, osią walca. W walcu prostym oś walca jest za- 
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razem jego wysokością. Linie proste AD, BC (fig. 55 
i 56) leżące na powierzchni walcowćj i łączące punkta 
okręgów podstaw, nazywają się tworzącemi walca, OŚ 
walca i wszystkie jego tworzące są sobie równe, jako 
linie równoodległe zawarte między płaszczyznami równo- 
odległemi. 

Walec można uważać jako utworzony przez posuwanie 
się koła, równoodlegle od pierwszego swego położenia, tak 
aby środek tego koła znajdował się ciągle na linii prostćj, 
zwanćj osią walca. Z takowego tworzenia się walca wypa- 
da, że wszelkie przecięcie walca płaszczyzną równoodległą 
od podstawy, jest zawsze kołem równóm podstawie. 

Walec prosty jeszcze uważać można, jako utworzony 
przez obrót prostokąta A ZD (fig. 55) około jednego ze 
swoich boków, jak tu np. około boku EF. W takim obro- 
cie boki 2.4 i FD nakreślą koła AB i CD będące pod- 
stawami walca, a bok A D zakreśli powierzchnię walcową. 

16. Uwaga 2% Jeżeli wpiszemy i opiszemy na pod- 
stawie walca (fig. 57) wielokąty foremne abed i ABCD 
o jednakowćj liczbie boków 
i na tych wielokątach wysta- 
wimy graniastosłupy 
abedefgh i ABCDEFGH, 
z których pierwszy nazwiemy 
wpisanym a drugi opisanym 
na walcu, to powierzchnia 
graniastosłupa abcdefgh 
będzie mniejszą, a graniasto- 
stupa ABCDEFGH wię- 
kszą od powierzchni walco- 
wéj, pierwsza jako objęta, 
a druga jako tęż powierzchnię 
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walcową obejmująca. Lecz podwajając ciągle liczbę boków 
w wielokątach abcd i ABCD, i za każdćm podwoje- 
niem wystawiając na nich graniastosłupy wpisane i opisa- 
ne na walcu, o tćj samćj co walec wysokości, to powierz- 
chnie boczne takich graniastosłupów, będą się coraz bar- 
dzićj do siebie zbliżały, tak, że jak pomiędzy obwodami 
ich podstaw może zachodzić różnica mniejsza od wszelkićj 
ilości naznaczonćj, tak tćż i pomiędzy ich powierzchniami 
bocznemi zachodzić będzie różnica nieskończenie mała; 
a pomiędzy powierzchnią jednego z tych graniastosłupów 
a powierzchnią walca, jeszcze mniejsza. Powierzchnia więc 
walcowa środkuje pomiędzy dwiema powierzchniami bo- 
cznemi graniastosłupów i jest ich granicą, do którćj, za 
powiększeniem się ścian, ciągle się zbliżają, nie mogąc 
wszakże jéj dosięgnąć, a tém bardzićj przekroczyć. Na 
mocy więc podobnych rozumowań, tak jak to było przy 
powierzchni koła w Planimetryi, wniesiemy, że powierz- 
chnię walcową uważać można jako powierzchnię boczną 
graniastosłupa, a walec jako graniastosłup, którego pod- 
stawy są wielokąty o bardzo wielkićj liczbie bardzo ma- 
łych boków. Tak téż odtąd walec, w każdym przypadku, 
a osobliwie przy dochodzeniu jego powierzchni lub bry- 
łowatości uważać będziemy. 


Twierdzenie. 
"1. Powierzchnia boczna graniastosłupa prostego równa 
się iloczynowi z obwodu jego podstawy przez wysokość. 
Założenie. Niech będzie naprzykład graniastosłup pro- 
sty ABCDEFGHJK (fig. 48), mam dowieść, że jego 
powierzchnia boczna równa się iloczynowi z obwodu pod- 
stawy ABCDE przez wysokość, np. AG. 


http://rcin.org.pl 


E 2 


„Dowodzenie. Powierzchnia boczna graniastosłupa pro- 
stego ABC DEFGHJK składa się z prostokątów AF, 
EK, DJ i t.d.; chciawszy więc obliczyć powierzchnię 
boczną tego graniastosłupa, po- 
trzeba obliczyć powierzchnię ka- 
żdego takiego prostokąta i dodać 
je do siebie. 

Powierzchnia prostokąta 
AF=AEXAG. Powierzchnia 
prostokąta EK=ED X EF, a że 
EF=4AG, więc będzie 
EK=EDXAG. Podobnież 
powierzchnia prostokąta 
DJ=DE X AG i tak następnie. 
Dodawszy teraz do siebie powierz- 
chnie tych ET mićć będziemy: AF + EK + DJ 
itd =AEXAG+EDXAG+DCXAG i t.d. 
czyli: A F+ KH K+D Ji t.d.=(45+ED+DCit.d.)AG. 
A ponieważ AF+EK+DJi t.d. stanowi powierzchnię 
boczną graniastosłupa, a AF+ED+DC it.d. obwód 
podstawy, więc powierzchnia boczna graniastosłupa proste- 
go równa się iloczynowi z obwodu podstawy przez wysokość, 
co było do okazania. 


Fig. 4: 


Nazwawszy więc powierzchnię boczną graniastosłupa 
prostego przez P, obwód jego podstawy przez O, a wyso- 
kość przez W, będziemy mieli wzór ogólny na tę powierz- 
chnię boczną P=0X W. 


78. Wniosek. Ponieważ walec prosty uważać można ja- 
ko takiż graniastosłup, mający za podstawy wielokąty o bar- 
dzo wielkićj liczbie bardzo małych boków (n° 76), więc 
powierzchnia boczna walca prostego równa się iloczynowi 
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z okręgu koła służącego mu za podstawę, przez wysokość. 
Nazwawszy więc promień podstawy walca prostego przez r, 
a wysokość tegoż walca przez W, powierzchnię zaś waleo- 
wą przez P, mićć będziemy wzór ogólny dla powierzchni 
walca P=2 1T rX W. e 

Gdybyśmy powierzchnię boczną walca prostego AB DC 
(fig. 58) rozcięli wzdłuż jego tworzącćj i rozwinęli na pła- 


Fig. 53. 

szezyznie, powierzchnia ta zamieni się na prostokąt B DÆ F, 
którego podstawa D Æ, jest równa okręgowi podstawy wal- 
ca, a wysokość D B jest zarazem tworzącą i wysokością te- 
goż walca. Obliczyć więc powierzchnię walca danego, jest 
to samo co obliczyć powierzchnię prostokąta B DEF. Po- 
nieważ zaś powierzchnia prostokąta BDEF=DEX BD, 
czyli równa iloczynowi z okręgu podstawy walca przez jego 
wysokość, a więc i powierzchnia boczna walca prostego, ró- 
wna się iloczynowi z okręgu podstawy przez wysokość. 


Twierdzenie. 


19. Powierzchnia boczna graniastosłupa pochyłego ró- 
wna się iloczynowi z obwodu jego profilu przez którąkol- 


rawędź. 
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Założenie. Niech będzie graniastosłup pochyły BG 
(fig.59), którego profilem, czyli przecięciem prostopadłóćm 
do wszystkich krawędzi jest wielokąt Z M NOP; mam do- 
wieść, że powierzchnia boczna graniastosłupa B G będzie 
równa iloczynowi z obwodu profilu LM NOP przez któ- 
rąkolwiek krawędź, np. przez A K. 

Dowodzenie. Powierzchnia boczna graniastosłupa B G 
składa się z równoległoboków AJ, BH, C G i t.d., których 
F obliczywszy powierzchnie 
i dodawszy do siebie, miéć 
Qędziemy powierzehnię bo- 

cang graniastosłupa B G. 
Ponieważ płaszczyzna 
LMNOP jest prostopa- 
dłą do krawędzi AK, BJ, 
CHi t.d., więc nawzajem 
te krawędzie są prosto- 
padłe do płaszczyzny 
LAMNOP, a tém samém 
prostopadłe do linii ZM, 
Fig. 59. MN, NO itd jako prze- 
chodzących przez ich spodki a leżących na płaszczyznie 
LMNOP (w8). Jeżeli więc krawędzie graniastosłupa 
BG weźmiemy za podstawy równoległoboków AJ, BH, 
CG it. d., to wtenczas linie LM, MN, NO it.d. będą 

wysokościami tychże równoległoboków. 

Powierzchnia równoległoboku AJ=LMXAK. Po- 
wierzchnia równoległoboku BH=MNXBJ; a że 
BJ K, więc BH=MNX AK. Podobnież powierz- 
chnia równoległoboku CG =NOX AK i tak następnie. 
Dodawszy teraz powierzchnie tych wszystkich równoległo- 
boków będziemy mieli: 
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AJ+BH+CG i td. =LMXAK+MNXAK+ 
NOXAK it.d., czyli AJ+BH+CG itd, = (LM+ 
MN+N0it.d.) AK. Aże AJ+BH+CGit.d.skła- 
da powierzchnię boczną graniastosłupa BG, a LM+ 
MN+NO it.d. obwód profilu, więc powierzchnia boczna 
graniastosłupa pochyłego równa się iloczynowi z obwodu 
profilu przez krawędź którąkolwiek, co było do okazania. 

Nazwawszy więc powierzchnię boczną graniastosłupa 
pochyłego przez P, obwód jego profilu przez O, a którąkol- 
wiek krawędź przez K, mićć będziem wzór ogólny na tę 
powierzchnię: P=0xK. 

Uwaga. Aby dojść powierzchni bocznćj walca pochy- 
dego, potrzeba podobnie jak w graniastosłupie pochyłym, 
pomnożyć przez tworzącą, obwód przecięcia prostopadłego 
do tejże tworzącćj. 

Przecięcie prostopadłe do tworzącćj walca pochyłego, 
jako nie równoodległe od podstawy nie będzie kołem, lecz 
inną linią krzywą zamkniętą, zwaną elipsą. Sposób docho- 
dzenia długości elipsy w wyższćj matematyce dopiero jest 
podany, dla tego tutaj ograniczyć się musimy na prostćm 
zmierzeniu takićj elipsy sznurkiem, a następnie długość 
sznurka pomnożywszy przez długość tworzącćj, otrzyma- 
my powierzchnię boczną walca pochyłego. 

Twierdzenie. 

80. Dwa graniastosłupy mające po trzy ściany schodzące 
się w jednym punkcie równe, czyli mające po kącie trójścien- 
nym równym, zawartym pomiędzy trzema ścianami równe- 
mi i jednakowo ułożonemi, są sobie równe. 

Założenie. Niech będą dwa graniastosłupy ZH i eh 
(fig. 60), w których zakładam, że podstawa A B © D E = 
abede, ściana AEFG=aefg i ściana FEDK= 
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fedk;, mam dowieść, że te dwa graniastosłupy są sobie 
równe. 

Równości brył nie można sobie wyobrazić przez ich 
przystawanie, tak jak to miało miejsce przy równości pła- 
szczyzn; lecz wówczas bryły uważać będziemy za równe, gdy 
wsuwane po kolei w pewną wyrobioną formę, zupełnie ją 
wypełniają, przystając wszystkiemi swemi ścianami, krawę- 
dziami i wierzchołkami, do ścian, krawędzi i wierzchołków 
w formie wyrobionych. 

Dowodzenie. Wsuwam graniastosłup e4 w graniastosłup 
EH, tak ażeby punkt e padł na punkt Æ i wielokąt abede 
kładę na wielokąt A BCD E; a że te dwa wielokąty są so- 
bie z założe- 
nia równe, 
więc wierz- 
chołki i boki 
jednego pa- 
dng na wierz- 
chołki i boki 
drugiego. Po- 
nieważ kąty 
płaskie ogra- 
niczające kąt 
trójścienny e, 
są z założenia równe kątom płaskim ograniczającym kąt 
trójścienny Æ, więc nachylenia ścian w jednym kącie trój- 
ściennym są równe nachyleniom ścian odpowiednich w dru- 
gim (n° 61, wniosek); skoro więc płaszczyzna abede leży 
na płaszczyznie A BC D E, punkt e na Æ i bok ed na boku 
ED, zatóm ściana ek przystanie do ściany EK, a tém sa- 
mém bok ef pójdzie po boku EF, bok fk po FK; bok dk 
po DK i boki te są sobie równe. Kiedy zaś bok de leży na 
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DC bok dk na DK i są sobie równe, to cała ściana di 
przystanie do ściany DJ i ściany te są sobie równe, a za- 
tém bok ki pójdzie po KJ i bok ci pójdzie po CJ, i bo- 
ki te są także sobie równe. Przechodząc tak następnie od 
ściany do ściany, przekonamy się, że wszystkie Ściany, 
krawędzie i wierzchołki graniastosłupa eh, przystaną do 
ścian, krawędzi i wierzchołków graniastosłupa 77H; dwa 
więc te graniastosłapy są sobie równe. A zatóm dwa gra- 
niastosłupy mające po trzy ściany schodzące się w jednym 
punkcie równe i t. d. co było do okazania. 


Wniosek. Z tego twierdzenia wypada, że dwa grania- 
stosłupy mające równe podstawy i równe wysokości, są 50- 
bie równe... 


Twierdzenie. 


81. W każdym równoległościanie, którekolwiek ściany 
przeciwległe są sobie równe i od siebie równoodległe. 


Założenie. W równoległościanie 44H (fig. 51) mam 
dowieść, że np. ściany przeciwległe AFED i BGHC są 
sobie równe i od siebie równoodległe. 


Dowodzenie. W równoległoboku ABCD jest bok 
AD równy i równoodległy od BC, w równoległoboku 
zaś ABGF jest bok AF równy i równoodległy od B G 
i jest kąt FAD=GBC jako kąty mające ramiona od 
siebie równoodległe i skierowane w jedną stronę. Ró- 
wnoległoboki więc AFED i BGHC mają po dwa 
boki przyległe równe i po kącie między niemi zawartym 
równym, są więc sobie równe; a że AF równoodległe 
od BG a AD od BC, więc i cały równoległobok 
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AFED jest równo- 
odległy od B GHC. 
W każdym więc równo- 
ległościanie, którekolwiek 
ściany i t. d. co było do 
okazania. j 
Wniosek. Z twier- 
dzenia tego wypada, 
że w równoległo- 
c ścianie można brać 
Fig. 51. za podstawy, dwie 
którekolwiek ściany przeciwległe. 


Twierdzenie. 


82. Linie przekątne w równoległościanie i linie łączące 
środki ścian przeciwległych, dzielą się wzajemnie na dwie ró- 
i przechodzą wszystkie przez jeden punkt we- 
wnątrz równoległościanu się znajdujący. 


wne cz 


Założenie. W równoległościanie ABCDEFGH 
(fig. 61) mam dowieść, że jego linie przekątne FC, GD, 
EB i AH tudzież linie np. KZ, MN łączące środki 
ścian przeciwległych, dzielą się wzajemnie w punkcie J 
na dwie równe części i wszystkie przez tenże punkt J 
przechodzą. 


Dowodzenie. Płaszczyzna przekątna FG C/D jest 
równoległobokiem, bo FG jest równe i równoodległe od 
CD, linie więc FC i GD, będące przekątnemi równo- 
ległościanu są zarazem przekątnemi w równoległoboku 
FGCD; dzielą się zatóm w punkcie J na dwie równe czę: 
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ści. W równoległoboku znowu 8 GG ED przekątne GD 
i EB dzielą się także na dwie równe części, a ponieważ prze- 
kątna GD już z poprzedniego podzieloną jestw punkcie ./ na 
dwie równe części, więc przekątna ÆB koniecznie musi 
przez ten punkt J przechodzić. Trzy więc już przekątne 
równoległościanu da- 
c KH nego, to jest linia F C, 
GD i EB przecho- 
dzą przez punkt J 
i dzielą się w nim 
wzajemnie na dwie 
równe części. Podo- 
bnież uważając ró- 
wnoległobok AEHB, 
dowiedzie się, że 
przekątna AH prze- _ 
cina się z przeką- 
tną EB w punkcie J i dzieli się w nim na dwie równe 
części; wszystkie zatém przekątne równoległościanu prze- 
chodzą przez jeden punkt ./ i dzielą się w nim wzajemnie 
na dwie równe części. 

Linia KZ, łącząca środki K i Z ścian przeciwle- 
głych AFGB i DEHC łączy zarazem środki boków 
AG i DH przeciwnych w równoległoboku AGHD; 
przechodzić więc musi przez jego środek ./ i dzielić się 
w tym punkcie na dwie równe części. Toż samo powie- 
dzićć można o linii MN łączącćj środki ścian ABCD 
i EFGH i o linii łączącćj środki ścian AFED 
i BGHC, że przechodzą przez punkt J i dzielą się 
w nim na dwie równe części. A zatóm linie przekątne 
w równoległościanie i linie łączące środki ścian it. d, co 
było do okazania. 


A 


Fig. 61, 


http://rcin.org.pl 


e = 


Uwaga l** Punkt J przez który przechodzą linie 
przekątne równoległościanu i linie łączące środki ścian 
przeciwległych i dzielą się w nim na dwie równe części, 
nazywa się środkiem równoległościanu; albowiem popro- 
wadziwszy przez ten punkt jakąkolwiek prostą opierającą 
się na przeciwległych ścianach równoległościanu, ta pro- 
sta dzielić się także będzie w tym punkcie J na dwie ró- 
wne części. Poprowadźmy np. linią OP i połączywszy 
jéj końce O i P z punktami A i H prostemi OA i PH, 
uważmy dwa trójkąty AOJ i HJP, które mają bok 
AJ=JH z dowiedzenia, kąt 4AJO=HJP jako wierz- 
chołkiem przeciwległe i kąt 0AJ=JHP jako naprze- 
mianległe wewnętrzne; przystają więc do siebie i są sobie 
równe, a w szczególności jest bok OJ =JP, co było do 
okazania, 

Uwaga 29* W prostopadłościanie, płaszczyzny prze- 
kątne są prostokątami, a wszystkie linie przekątne są sobie 
równe. 


Twierdzenie, 


83. Dwa równoległościany albo równoległościan i pro- 
stopadłościan, mające wspólną podstawę dolną a podstawy 
górne na jednćj płaszczyznie i między temiż samemi liniami 
równoodległemi, są sobie równoważne. 


Założenie. Niech będzie na przykład prostopadło- 
ścian ABCDEFGH (fig. 62) i równoległościan 
ABCDMJKL mające podstawę ABCD wspólną, 
a podstawy górne PFGH i MJKL na jednćj płaszczy- 
znie i między temiż samemi liniami FK i KŁ od siebie 
równoodległemi; mam dowieść że są sobie równoważne. 
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Dowodzenie. Uważam dwa trójkąty AFJi BGK 
które mają bok AF=BG i bok AJ=BK jako boki 
przeciwne w równoległobokach, nadto kąt FAJ=G BK 
jako kąty mające ramiona od siebie równoodległe i skie- 
rowane w jedną stronę; trójkąty więc te są sobie ró- 


K 


€ 
Fig. 62. 


wne; dwa zatém graniastosłupy trójkątne AFJA/E D 
i BGKLHC, mają ścianę AFJ=BGK z dowie- 
dzenia, ścianę A E-= BH jako przeciwne w prostopadło- 
ścianie DG i ścianę A M=B L jako przeciwne w ró- 
wnoległościanie DK (us 81); mają więc po trzy ściany 
schodzące sie w jednym punkcie odpowiednio równe, 
więc są sobie równe (ne 80). Jeżeli teraz od całćj bry- 
ły ABCDEFKL odejmiemy naprzód graniastosłup 
trójkątny B GK LHC, pozostanie prostopadłościan 
ABCDEFGH; jeżeli zaś od tćj samćj bryły 
ABODEFKL odejmiemy następnie graniastosłup 
AF JA E D, pozostanie równoległościan AB CD MJK L. 
A że od równych odejmując równe; reszty pozostają ró- 
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wne, a tu właśnie jedną resztą jest prostopadłościan 
ABCDEFGH, drugą zaś równoległościan 
ABQCQDMJKL, więc dwa równoległościany, lub 
tćż prostopadłościan i równoległościan mające podstawę dol- 
ną wspólną it. d. co było do okazania. 


Twierdzenie. 


84. Dwa równoległościany lub prostopadłościan i ró- 
wnoległościan, mające podstawę dolną wspólną a podsta- 
wy górne na jednej płaszczyznie, lecz już nie między temi 
samemi liniami równoodległemi, czyli w ogólności mające 
wspólną podstawę i równą wysokość, są sobie równo- 
ważne. 


Założenie. Niech będzie na przykład prostopadłościan 
ABCDEFGH (fig.63) i równoległościan ABCDIKLM, 
mające podstawę dolną ABCD wspólną a podstawy gór- 
ne EFGH i IKLM na jednćj płaszczyznie, lecz nie 
między temi samemi liniami równoodległemi, czyli ma- 
jące wspólną podstawę i równą wysokość; mam dowieść 
że są sobie równoważne. 


Dowodzenie. Na płaszczyznie podstaw górnych prze- 
dłużam linie IK i MZ aż do przecięcia się z przedłu- 
żonemi liniami FG i EH, z czego utworzy się równo- 
ległobok NOPQ=ABCD. Punkta N, O, P, Q, 
z punktami A, B, C, D łączę liniami prostemi, i mićć 
będę równoległościan ABCDNOPQ, który 
z prostopadłościanem ABCDEFGH ma podstawę 

. ABCD wspólną a podstawy górne EFGH i NOPQ 
na jednój płaszczyznie i między temiż samemi liniami 
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FP i EQ odsiebie równoodległemi, jest więc prostopa- 
dłościan ABCDEFGH = ABCDNOPOQ (w 83). 
Lecz równoległościan ABCDNOPQ z równoległo- 
ścianem ABCDIKL M mają podstawę ABCD wspól- 


Fig. 63. 

ną a podstawy górne NOPQ i IKLM na jednćj pła- 
szczyznie i między temiż samemi liniami /0 i MP 
od siebie równoodległemi, jest więc równoległościan 
ABCDNOPQ=ABCDIKLM. Kiedy więc pro- 
stopadłościan ABCDEFG H jest równoważny z równo- 
ległościanem A BO DNO PQ, ten zaś ostatni równowa- 
żny z równoległościanem A BC DIKLM, to jest i pro- 
stopadłościan ABCDEFGH równoważny równoległo- 
ścianowi ABCDIK LM. Dwa wiec równoległościany al- 
bo prostopadłościan i równoległościan, mające i t. d. co było 
do okazania. 


Twierdzenie. 


85. Dwa prostopadłościany mające równe podstawy 
a wysokości nie równe, mają sie do siebie jak wysokości, czy 


te sq wspólmierne czy niewspółmierne. 
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Przypadek 1” — Założenie. Niech będą dwa prostopa- 
dłościany A H i ah. (fig. 64), w których zakładam, że pod- 
stawa 4BCD=abed a wysokości AFi af nie równe. 
lecz współmierne; mamy dowieść, że tak się będzie miał pro- 
stopadłościan A JI: ah = AF : af. 


Dowodzenie. Przypuśćmy, że wspólna miara dwóch wy- 
sokości AF i af, mieści się w wysokości A / trzy razy, 


a w wysokości af dwa razy. Przez punkta podziałów A, 
N ik przecinam prostopadłościany dane, płaszczyznami 
równoodległemi od podstaw; to przecięcia ztąd powstałe 
KM, NP i km będą po szczególe równe podstawom 
ABCD iabced, a tym sposobem dane prostopadłościany 
podzielą się na mniejsze AM, KP, NH, am i kh ró- 
wne między sobą, bo mające równe podstawy i równe 
wysokości (n 84). 


Ponieważ prostopadłościan AH ma w sobie takich 
prostopadłościanów trzy, jakich prostopadłościan a% ma 
dwa, więc ma się: 


Salidometrya. n 
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1) AH:ah=3:2. 
Wysokość AF ma znowu w sobie takich części trzy, 
jakich wysokość af ma dwie; więc będzie: 
2) AF:af=3:2 
W proporcyach 1) i 2) drugie stosunki są sobie równe, 
więc pierwsze są także sobie równe i składają proporcyę; 
będzie więc: AH:ah=AF:af co było do okazania. 


Przypadek 2* Niech będą dwa prostopadłościany A H 
i ah (fig. 65), mające podstawy ABCD i abcd równe, 
a wysokości AF i af nie równe i nie współmierne; mam 
dowieść, że ma się także: A H : ah = AF : af. 

Dowodzenie. Gdyby proporcya AH :ah AF : af 
nie miała miejsca, to jedynie z przyczyny wyrazu czwarte- 


d 


Fig. 65. 


go af, który byłby albo za mały albo za duży, trzy bowiem 
wyrazy proporcyi dowolnie mogą być wzięte, a tylko czwar- 
ty do nich stosować się winien. Przypuśćmy więc, że wyraz 
czwarty af jest za mały, i weźmy zamiast af coś większe- 
go np: ak, mićć więc będziemy proporcyę: 
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1) AH:ah="AF':ak. 

Wysokość A F dzielę na tyle równych części, aby ka- 
żda z nich była mniejszą od fk, i jedną taką cząstkę prze- 
noszę na ak poczynając od punktu a. Żadna z tych czą- 
stek nie może skończyć się w punkcie f, bo linie A F i af 
z założenia są niewspółmierne, lecz skończyć się może 
między punktami fi k np. w punkcie l. Przez punkt / pro- 
wadzę płaszczyznę /mno równoodległą od podstawy abcd 
i linie af, bg, dei ch przedłużam do spotkania się z pła- 
szczyzną lmno w punktach /, m, n, o, przez co utworzy się 
prostopadłościan an, który z prostopadłościanem AH ma 
podstawę abed = A BCD, a wysokości al i AF nie ró- 
wne, lecz współmierne z wykreślenia; więc podług pier- 
wszego przypadku tego twierdzenia jest: 

2) AH:an=AF':al 
W proporcyach 1) i 2) poprzedniki AH i AH oraz AF 
i A F są równe, następniki więc składać powinny propor- 
cyę i będzie: 

3) ah: an = ak : al. 
Lecz proporcyę tę uważając na figurze, widzimy, że w pier- 
wszym stosunku jest ah < an, gdy tymczasem w drugim 
jest ak> al, co być nie może. A że proporcya 3) powsta- 
ła z dwóch proporcyj 1) i 2), z których 2) jest dowie- 
dziona, a 1) tylko przypuszczona, więc przypuszczenie 
jest złe, czyli że wyrazu czwatego w założonćj proporcyi 
AH :ah = AF : af powiększyć nie można. Tak samo 
się dowiedzie, że go i zmniejszyć nie można; a skoro go 
ani powiększyć ani zmniejszyć nie można, musi więc pozo- 
stać takim, jakim jest. Proporcya więc AH :ah=AF :af 
ma miejsce, czyli że: dwa prostopadłościany mające równe 
podstawy a nie równe wysokości i t.d. co było do okazania. 
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Twierdzenie. 


86. Dwa prostopadłościany mające równe wysokości 

a nie równe podstawy, mają się do siebie jak podstawy. 
Założenie. Niech będą dwa prostopadłościany AH 
i KN (fig. 66), mające wspólną wysokość CH a podstawy 
AC i KM nie równe; mam dowieść, że się mają do siebie 

jak podstawy. 
Dowodzenie. Ścianę A FED pzedłużam aby przecięła 
prostopadłościan KN. Ściana ta przedłużona przetnie się 
` z płaszezy- 
G ŁA M zną JN po 
> f ; prostéj EP, 
z płaszczy- 
zną KM po 
prostćj DQ, 
a z płaszczy- 
mą LN po 
prostéj IPQ. 
Uważam te- 
raz dwa pro- 
K L stopadłościa- 
nyAHi DN, 
mające wspól- 
ną ścianę DEIC, którą wziąwszy za wspólną ich podsta- 
wę atóm samém linie B C i O M za wysokości, będzie (ne 85): 
1) AH:DN=BC:CM. 


Następnie dwa prostopadłościany DNi KN, mają 
wspólną podstawę CHN 3/ a wysokości CD i CK nie 
równe, mają się więc jak wysoki jest: 

2), DN =EN = CN CK 


Fig. 66. 


http://rcin.org.pl 


— 101 — 


Proporcye 1) i 2) pomnożywszy przez siebie i zara 
zem wyrazy pierwszego stosunku skróciwszy przez DW, 
będzie: 


AH:KN=BCXCD:CHXCK 


a że BC X CD oznacza powierzchnię prostokąta czyli 
prostokąt ABCD, a © M X OK prostokąt KCHL, 
więc ma się: 


AH:KN=ABCD:KCML 


to jest, że prostopadłościany mające równe wysokości a nie 
równe podstawy it. d. co było do okazania. 


Twierdzenie. 


87. Dwa prostopadłościany nie mające ani równych 
podstaw ani równych wysokości, mają się do siebie jak 
iloczyny z podstaw przez wysokości, czyli jak iloczyny 
z trzech krawędzi schodzących się w jednym punkcie. 


Niech będą dwa prostopadłościany A M 
i ah (fig. 67), których wysokości AF i af i podstawy 
AC i ac nie są sobie równe; trzeba dowieść, że tak 
się ma AH : ah = AC X AF :ac X af albo jak 
ADXABXAF :ad Xab X af. 


Dowodzenie. Na wysokości AF odcinan AJ = af. 
Przez punkt J prowadzę płaszczyznę JK równoodległą 
od AC i uważam dwa prostopadłościany AH i AK, któ- 
re mają podstawę AC wspólną, a wysokości AF i AJ 
nie równe. będzie więc (us 85): 
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1) AH:AK=AF:AJ albo do aj, bo AJ=af. 

Uważam następnie dwa prostopadłościany AK i ah, 
które mają wysokości AJ i af równe a podstawy A C'i ac 
nie równe; więc (n° 86) ma się: 

2) AK:ah=AC:ac 

Proporcye 1) i 2) rozmnożywszy przez siebie i zarazem 

skróciwszy wyrazy pierwszego stosunku przez A K, będzie: 
AH:ah = AC XAF:ac Xaf. 

Zatóm prostopadłościany: dane mają się do siebie jak 

iloczyny z podstaw przez wysokości. 


Fig. 67. 


Zamiast podstawy A C która jest prostokątem, można 
wziąść AD X AB; podobnież ac =ad X ab. Te warto- 
ści za AC i ac wstawiwszy w ostatnią proporcyę będzie: 

AH:ah=AD XABXAF':ad Xab Xaf 
z czego okazuje się znowu, że prostopadłościany dane mają 
się do siebie, jak iloczyny z trzech krawędzi schodzących 
się w jednym punkcie. 
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Uwaga. Zmierzyć objętość czyli bryłowatość pewnćj 
bryły, jest to dojść ile bryła dana zawiera w sobie sześcia- 
nów wziętych za miarę czyli za jedność. Jeżeli każdy bok 
sześcianu wziętego za jedność ma cal długości, to sześcian 
takowy nazywa się calem sześciennym; jeżeli ma długości 
stopę, to stopą sześcienną, a w ten sam sposób może być 
łokieć sześcienny, sążeń sześcienny i t. d. 


88. Wniosek 1*% Wziąwszy prostopadłościan A H i sze- 
ścian ah (fig. 68), to będzie podług poprzedzającego twier- 
dzenia: 

AH:ah =AFXADXAB:afXad X ab. 


Przypuśćmy, że sześcian ah, jest jednością, np. stopą 
sześcienną i że w prostopadłościanie AH, wysokość A F 
ma stóp 5, linia A D stóp 3, a linia AB stóp 2. Propor- 
cya więc poprzedzająca zamieni się na następującą: 


AH:ah=5X3X2:1. 


Ile więc 5%X3X2, czyli iloczyn z trzech krawędzi 
schodzących się w jednym punkcie, albo iloczyn z podsta- 
wy przez wyso- 
kość w prosto- 
padłościanie ma 
w sobie jedno- 
ści, tyle prosto- 
padłościan A H 
ma w sobie sze- 
ścianów ah. Czy- 
li że: prostopa- 
dłościan ma w so- 


4 


SZEŚCIA- 


bie tyle 


nów wziętych za 
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jedność, ile iloczyn z trzech krawędzi schodzących się w je- 
dnym punkcie, czyli iloczyn z podstawy przez 
w sobie jedności. 


O prawdzie téj można się jeszcze przekonać w ten 
sposób: 


Linia AD ma 3 stopy; a AB 2 stopy, poprowadzi- 
wszy więc przez punkta m, o, linie równoodległe od A B, 
a przez punkt g równoodległą od A D, podstawa A C po- 
dzieli się na 6 kwadratów czyli stóp kwadratowych. Na 
każdćj takićj stopie kwadratowćj może stanąć stopa sze- 
ścienna jak np. mn, a tém samém na podstawie A C' stanie 
6 stóp sześciennych i one stanowić będą jednę warstwę 
prostopadłościanu A Æ na stopę wysoką. Że zaś wysokość 
AF ma 5 stóp, warstw więc takich w prostopadłościanie 
AH będzie 5, a że każda ma 6 stóp kubicznych, cały więc 
prostopadłościan A H, mićć będzie stóp kubicznych 30, to 
jest właśnie tyle, ile wynosi iloczyn z trzech krawędzi scho- 
dzących się w jednym punkcie, czyli z podstawy przez wy- 
sokość. 


89. Wniosek 2* Ponieważ równoległościan, jest równo- 
ważny prostopadłościanowi mającemu z nim równą podsta- 
wę i wysokość (n° 84), więc i bryłowatość równoległościanu 
równa się iloczynowi z podstawy przez wysokość. 


90. Wniosek 3% Nazwawszy bryłowatość jednego ró- 
wnoległościanu przez R, jego wysokość przez W a pod- 
stawę przez P; bryłowatość drugiego równoległościanu 
przez r, jego wysokość przez w, a podstawę przez p, 
będzie: 


R=PXW i r=pXu, aztąd: 
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1) R:r=PXW:pXuw. 

To jest że: równoległościany nie mające ani równych 
podstaw ani równych wysokości, mają się do siebie jak ilo- 
czyny z podstaw przez wysokości. 

Jeżeli równoległościany dane mają równe podstawy, to 
jest P=p, w takim razie proporcya 1) zamieni się na: 

R:r=W:w 
czyli że: równoległościany mające równe podstawy a nie ró- 
wne wysokości mają się do siebie juk wysokości. 


Przypuściwszy wreszcie że W=w, to proporcya 1) za- 
mieni się na 
R:r=P:p 
czyli, że równoległościany mające równe wysokości a nie ró- 
wne podstawy, mają się do siebie jak podstawy. 


Twierdzenie. 


91. Płaszczyzna przekątna dzieli równoleg głości ian na 
dwa graniastoslupy trójkątne symetryczne, sobie równe. 
Założenie. Niech będzie równoległościan A H (fig. 69), 
mam dowieść, że płaszczyzna przekątna BDEG dzieli 
go na dwa-graniastosłupy 
nA ABDEGF i BCDEGH 
symetryczne i równe sobie. 
Dowodzenie. Przekątna 
BD dzieli równoległobok 
ABCD na dwie równe 
części, jest więc AB D= 
BCD, nadto ściana 
ABGF=EDCH, jako 
przeciwne w równeległo- 
ścianie (ns 81). i dla tćjże 


Solidometrya. u 
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samćj przyczyny ściana G BCH = EDAF, trzy więc 
ściany schodzące się w punkcie B w graniastosłupie 
ABDEGFE są równe trzem ścianom schodzącym się 
w punkcie D w graniastosłupie BCD EG H; dwa więc 
te graniastosłupy są sobie równe (n° 80). Nadto jest wido- 
czne, że ściany graniastosłupa ABDEGF sa wprost 
przeciwnym porządku ułożone, jak ściany graniastosłupa 
BCDEGH; dwa więc te graniastosłupy są symetry- 
czne. A zatém płaszczyzna przekątna dzieli rów! noległościan 
na dwa it. d. co było do okazania. 


92. Wniosek 1% Graniastosłup trójkątny jest połową 
równoległościanu mającego z nim równą wysokość a pod- 
stawę dwa razy większą. 


93. Wniosek 2% Oznaczywszy bryłowatość jednego 
z graniastosłupów trójkątnych np. ABDEGF (fig. 69) 
przez G, podstawę równoległościanu A H, to jest równole- 
głobok ABC D przez P, a wysokość przez W, będzie bry- 
łowatość graniastosłupa A B DE GF jako będącego poło- 
wą równoległościanu A H, równa połowie iloczynu PX W, 


ROC E a T 
czyli będzie G=— 3 gz XW. A że 3 to jest po- 


łowa podstawy A B C D, równa się trójkątowi AB D, więc 


G=ABDXUW. Bryłowatość więe graniastosłupa trój 
kątnego równa się iloczynowi z podstawy przez wysokość. 


Twierdzenie. 


94. Bryłowatość jakiegokolwiek graniastosłupa równa 
się iloczynowi z podstawy przez wysokość. 


, 
Założenie. Niech będzie graniastosłup AJ (fig. 70), 
mam dowieść, że jego bryłowatość równa się iloczynowi 
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z podstawy AB (DE przez wysokość, którą oznaczmy 
np. przez W. 

Dowodzenie. Przez linie FE i H B, tudzież HB i KD 
przeprowadzam płaszczyzny, które się przetną z podstawą 
dołaą ABCDE po liniach BE 
i BD az podstawą górną FGHJK 
po liniach HF i HK, i podzielą 
cały graniastosłup dany, na trzy 
graniastosłupy trójkątne, jeden 
ABEFGH, drugi EBDKHF, 
a trzeci DBCJHK, mające je- 
dnakową wysokość, to jest wyso- 
( kość graniastosłupa danego czy- 

li W. Chciawszy więc obliczyć 

bryłowatość danego graniastosłupa 

AJ, potrzeba obliczyć bryłowatość 
każdego z tych trzech graniastosłupów trójkątnych i te 
bryłowatości dodać do siebie. 

Bryłowatość graniastosłupa AB EF GH=A BE XW (w 93), 
> A EBDKHF=EBDXW 
A 8 DBCJHK=DBCXxW 

Dodawszy te trzy bryłowatości będzie: 

ABEFGH+ EBDKHF+ DBCJHK=ABEXW + EBDXW+DBC4W 
albo: 
ABEFGH + EBDKHF + DBCJHK =( ABE + EBD + DBC) W 


Fig. 70. 


Że zaś strona pierwsza tego równania znaczy bryło- 
watość danego graniastosłupa a ABE +EBD+DB C= 
ABCDE, więc bryłowatość danego graniastosłupa 
AJ=ABCDEX W. Zatem bryłowatość jakiegokolwiek 
graniastosłupa it. d. co było do okazania. 
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95. Wniosek 1**% Ponieważ walec można uważać jako 
graniastosłup, mający za podstawy wielokąty o bardzo wiel- 
kićj liczbie bardzo małych boków, więc bryłowatość walca 
równa się także iloczynowi z podstawy przez wysokość. 


96. Wniosek 2% Oznaczywszy bryłowatość jednego 
graniastosłupa przez G, podstawę jego przez P, a wysokość 
przez IW, a bryłowatość drugiego graniastosłupa przez g, 
jego podstawę przez p, a wysokość przez w, będzie: 

G=PXW i g=pXw aztąd: 
1) G:g=PXW:pXw 
Przypuszczając że P= p proporcya 1) zamieni się na: 
2) G:g=W:uw. 

Przypuszczając nakoniec że W=w, proporcya 1) za- 
mieni się na: 

3) G:g=P: 

Z proporcyi 1), 2) i 3) widzimy, że EM nie 
mające ani równych podstaw, ani równych wysokości, mają 
się do siebie, jak iloczyny z podstaw przez wysokości; mające 
równe podstawy mają się do siebie jak wysokości, i nako- 
niec mające równe wysokości mają się do siebie jak podstawy. 


97. Wniosek 3** Oznaczywszy bryłowatość jednego wal- 
ca przez C, promień jego podstawy przez R, a wysokość przez 
W, i podobnie bryłowatość drugiego przez c, promień jego 
podstawy przez r, a wysokość przez w, będzie (ne 95): 
C=NR*XW i c=Tr Xw, aztąd: 
C:c=ZUR*XW: Ur*Xw, lub tóż: 
XW:r*Xw 
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Przypuściwszy że k=r proporcya 1) zamieni się na: 
2% C= W: w 


Przypuściwszy wreszcie że W= w, proporcya 1) za- 
mieni się na: 

3) C:c=R*:r? 

Z proporcyi 1), 2) i 3) okazuje się, że walce nie mające 
równych podstaw ani równych wysokości, mają się do siebie 
jak iloczyny z kwadratów promieni ich podstaw przez wyso- 
kości; mające równe podstawy, jak wysokości; i nakoniec ma- 
jące równe wysokości mają się do siebie jak kwadraty z pro- 
mieni podstaw. 
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ROZDZIAŁ V. 
O OSTROSŁUPIE I OSTROKRĘGU. 


98. Bryła otoczona trójkątami schodzącemi się w je- 
dnym punkcie, a ze strony przeciwnćj punktowi zejścia 
ograniczona płaszczyzną, będącą wielokątem o tylu bokach 
ile trójkątów bryłę otacza, nazywa się ostrosłupem albo 
piramidą. I tak: bryła ABCDEF (fig. 71 i 72) otoczo- 
na trójkątami AFE, EFD, DFC it.d. schodzącemi 
się w pun- 
kcie F, aze 
strony 
przeciwnéj 
temu pun- 
ktowi F 
ograniczo- 
na wic- 
lokątem 
ABCDE, 
jest ostro- 
2 slupem. 


7 Fig 


g. 71. g. 72 
Trójkąty AFE, EFD, DF 


FC it. d. nazywają się 
ścianami, punkt F wierzchołkiem, a wielokąt ABCDE 
podstawą ostrosłupa. Wspólne przecięcia się ścian, to jest 
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proste AF, EF, DF it. d. nazywają się krawędziami. 
Prostopadła FG spuszczona z wierzchołka ostrosłupa na 
jego podstawę nazywa się wysokością. Jeżeli wysokość 
ostrosłupa pada na środek jego podstawy, jak na fig. 71, to 
ostrosłup nazywa się prosty. Jeżeli zaś wysokość mija śro- 
dek podstawy, ostrosłup nazywa się pochyły (fig. 72). 

Ostrosłup przybiera nazwisko od podstawy. I tak, jeżeli 
ma za podstawę trójkąt, nazywa się trójkątny; jeżeli czwo- 
rokąt, czworokątny; jeżeli pięciokąt, pięciokątny it.d. Naj- 
prostszy ze wszystkich ostrosłupów jest ostrosłup trójkątny. 


Ostrosłup oznacza się literami położonemi przy wierz- 
chołkach kątów bryłowych. Czyta się dowolnie. My czy- 
tać będziemy najprzód podstawę a na końcu wierzchołek. 

Ostrosłup prosty mający za podstawę wielokąt forem- 
ny (fig. 71), nazywa się ostrosłupem foremnym. W ostro- 
słupie foremnym wszystkie krawędzie jak np. AF, EF, 
DF itd. są sobie równe, jako pochyłe równo oddalone 
od spodka prostopadłćj F'G, będącćj wysokością ostrosłu- 
pa i znajdują się na jednym okręgu koła opisanego na pod- 
stawie ostrosłupa (ns 12 i 13). 


99. Ponieważ wszystkie krawędzie ostrosłupa forem- 
nego są sobie równe, wszystkie więc ściany tego ostrosłu- 
pajak AFE, EFD, DEC i t. d. są trójkątami ró- 
wnoramiennemi. Wysokości tych trójkątów, to jest linie 
FH, FJ, FK i t.d. trafiać muszą na środek podstaw 
tychże trójkątów czyli na środek boków AZ, AB, BC 
it.d. wielokąta foremnego AB CDE, a tém samém spod- 
ki ich znajdować się będą na okręgu koła wpisanego w wie- 
lokąt ABCDE, wysokości więc te są między sobą ró- 
wne jako pochyłe równooddalone od spodka prostopa- 
dłój FG, będącćj wysokością ostrosłupa (n° 12). 
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Część ostrosłupa 
ABCDEFGH (fig. 73) za- 
warta między podstawą AB CD 
a przecięciem EFGH równo- 
odległém od podstawy, nazywa 
się klocem ostrosłupowym. 

Prostopadła JK spuszczona 
z któregokolwiek punktu prze- 
cięcia EFGII na podstawę 
ABCD, nazywa się wysokością 
kloca ostrosłupowego. 

100. Jeżelibyśmy linię prostą A B (fig. 74) utwierdzo- 
ną stale w punkcie B, obracali tak, ażeby drugi jéj ko- 

B niee A obiegał okrąg koła 
AEFOGA, czyli tak, żeby 
linia BA przybierała co raz in- 
ne położenia, jak np. 2 £, BW, 
BO, BG it d. pókiby nie 
powróciła do pierwszego swego 
położenia BA, to ona nakre- 

A c  Śliłaby powierzchnię lejkowatą 

zwaną ostro! q 

E FE Bryła zawarta pomiędzy po- 

wierzchnią ostrokrężną a kołem 

AEFCGA po którego okręgu przebiegał punkt A, na- 
zywa się ostrokręgiem. 

Koło A EFCGA zamykające przestrzeń otoczoną po- 
wierzchnią ostrokrężną, nazywa się podstawą ostrokr. 
punkt 3 w którym linia tworząca powierzchnię ostrok 
stale utwierdzoną była, nazywa się wierzchołkiem ostrokr. 

Prosta, łącząca środek podstawy z wierzchołkiem ostro- 
kręgu, nazywa się osia. 
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Proste idące po powierzchni ostrokręgu a łączące wierz- 
chołek z którymkolwiek punktem okręgu podstawy, jak np. 
linie BA, BE, BF, BC itd. nazywają się tworzącemi. 

Prostopadła spuszczona z wierzchołka ostrokręgu na 
jego podstawę, nazywa się wysokością ostrokregu. 

Jeżeli punkt B (fig. 74), w którym linia AB tworząca 
powierzchnię ostrokrężną, stale jest utwierdzona, znaj- 
duje się na prostopadłéj DB wyprowadzonéj ze środka 
koła będącego podstawą ostrokręgu; wówczas ostrokrąg 

B jest prosty. Jeżeli zaś, (fig.75) 
punkt Æ mija prostopadłe wy- 
prowadzoną ze środka podsta- 
wy; w takim razie ostrokrąg jest 
pochyły. 


W ostrokręgu prostym oś 
jest zarazem jego wysokością 
a wszystkie tworzące są sobie 
równe, jako pochyłe równoodda- 
lone od spodka prostopadłćj. 

ę A B wyobrazili sobie prze- 
dłażoną po za punkt B np. do punktu Æ, to ona obiega- 
jąc jednym końcem A po okręgu 
AC, drugim końcem Æ zakre- 
Śli okrąg koła FE, a częścią 
BE powierzchnię ostrokrężną 
FBE wierzchołkiem przeciw- 
ległą z powierzchnią AB C. 

Dwa takie ostrokręgi wierz- 
chołkiem przeciwległe jak A BC 
i FBE stanowią rzeczywiście 
jeden ostrokrąg o dwóch powło- 
kach (4 deux nappes). 


Solidometrya. 
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Tak jak walec można uważać za graniastosłup, tak tóż 
i ostrokrąg, dla tych samych zupełnie przyczyn, uważany 
być może jako ostrosłup, mający za podstawę wielokąt fo- 
remny o bardzo wielkićj liczbie bardzo małych boków. 

Część ostrokręgu (fig. 77) zawarta między podstawą 
AD a przecięciem BC równoodległóm od podstawy, na- 
zywa się klocem ostrokręgowym, 
który, jak widzimy ma dwie pod- 
stawy, dolną A D i górną B C. Li- 
nia EF łącząca środki podstaw 
nazywa się osią, a prostopadła spu- 
szczona z któregokolwiek punktu 
jednój podstawy na drugą, wysoko- 
ścią kloca. 

Kloc ostrokręgowy prosty uwa- 
żać można jako utworzony przez 
obrot trapeza prostokątnego około boku prostopadłego do 
jego podstaw, np. około boku EF. W obrocie takim pod- 
stawy trapeza to jest proste AF i BE utworzą koła bẹ- 
dące podstawami kloca, a bok 4 B przeciwny bokowi pro- 
stopadłemu do podstaw, utworzy powierzchnię boczną klo- 
ca. Bok ÆF stanowić będzie oś i zarazem wysokość kloca. 


D 


Fig. 77. 


Twierdzenie. 


101. Powierzchnia boczna ostrosłupa forenmego równa 
się iloczynowi z obwodu jego podstawy, przez połowę wy- 
sokości jednego z trójkątów składających tęż powierzchnię 
boczną. : 

Założenie. Niech będzie ostrosłup foremny AB C DEF 
(fig. 71), trzeba dowieść, że jego powierzchnia boczna ró- 
wna się iloczynowi z obwodu podstawy AB CDE przez 
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połowę wysokości FH jednego 
z trójkątów np. A FZ, składają- 
cych jego powierzchnię boczną. 

Dowodzenie. Powierzchnia 
boczna ostrosłupa danego skła- 
da się z trójkątów A FE, AF B, 
BFC it.d. Chcąc ją zatóm 
obliczyć, potrzeba obliczyć po- 
wierzchnię każdego z tych trój- 
kątów i te powierzchnie dodać 
do siebie. Powierzchnia trójką- 


Fig. 71. ta AFE=AEX e Powierz- 


3 EJ 
chnia trójkąta A F B =4B X3 , aże FJ=FH (w 99) 


więc AFB=ABX a podobnież BFC= =B3cx E 


i tak następnie. 


Dodawszy powierzchnie tych trójkątów , będzie: 


Bu FH FH, 


AFE+AFB+BEC i t.d. = AE X gł AB X +BCx- 2 itd. 


czyli: 
A FH 
AFD+AFB+BFCit.d.=(4E+AB+BC it.d.) "3 
A że AFE+AFB+ BFC i td. składa powierz- 
chnię boczną ostrosłupa danego, a AF +4B+BC it. d. 
obwód podstawy, więc powierzchnia boczna ostrosłupa fo- 


remnego równa się iloczynowi z obwodu podstawy i t. d. co 
było do okazania. 
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Uwaga. Oznaczywszy powierzchnię boczną ostrosłupa 
foremnego przez P, obwód jego podstawy przez Q, a wy- 
sokość jednćj ze ścian przez 4, będzie wzór ogólny na tę 


l 
powierzchnię P=0 X e3 


102. Wniosek. Ponieważ ostrokrąg można uważać ja- 
ko ostrosłaup mający za podstawę wielokąt, o bardzo 
wielkićj liczbie bardzo małych boków, więc powierzchnia 
boczna ostrokręgu prostego, równa się podobnież iloczy- 
nowi z obwodu podstawy, czyli okręgu koła służącego mu 
za podstawę, przez połowę tworzącćj. Jakoż rzeczywiście, 
gdybyśmy powierzchnię boczną ostrokręgu prostego A C B 
(fig. 78) przecięli 
wzdłuż tworzącćj 
i rozwinęli na pła- 
szezyznie, to ona za- 
mieni się na wyci- 
nek CBE, którego 
łuk CE będzie ró- 
wny okręgowi AC 
a promień BC ró- 
wny tworzącćj ostro- 
kręgu. 

Powierzchnia wy- 
cinka koła równa się 
iloczynowi z łuku służącego mu za podstawę, przez po- 
łowę promienia; jest więc: 


B( 
CBE=CEX-, 
A że powierzchnia wycinka (BE równa powierzchni 
bocznćj ostrokręgu A CB. a łuk CE równy okręgowi 
° 
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koła AC, więc powierzchnia boczna ostrokręgu A C B 


BC 
równa okręgowi ACX T 


Uwaga. Oznaczywszy powierzchnię boczną ostrokrę- 
gu prostego przez P, promień jego podstawy przez r, 
a tworzącą przez g, będzie wzór ogólny na tę powierz- 
chnię: 


P= 2JUr X = JU rg. 


Twierdzenie. 


103. Przecięcie ostrosłupa płaszczyzną równoodległą 
od podstawy, jest wielokątem podobnym podstawie i d. 
li krawędzie i wysokość ostrosłupa na czę 
nalne. 


SE 
ci proporcyo- 


Założenie. Niech będzie ostrosłup A BCD EF (fig. 79) 
przecięty płaszczyzną równoodległą od podstawy, trze- 
ba dowieść, że to przecięcie abede jest wielokątem po- 
dobnym podstawie ABCDE i dzieli krawędzie FA, 
FE, FD i t. d. tudzież wysokość FG na części pro- 
porcyonalne. 


Dowodzenie. Ponieważ abede jest równoodległe 
od ABCDE, więc ab jest równoodległe od A B, 
be równoodległe od BC, ed od CD it d. ja- 
ko przecięcia płaszczyzn równoodległych z trzecią (ns 27) 
a tém samém kąt abc= ABC, kąt bed =BOD 
i t. d. jako kąty mające ramiona od siebie równood- 
ległe i skierowane w jedną stronę (ne 33). Dwa 
więc wielokąty abcde i-ABCDE mają już kąty 
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odpowiednie równe.  Nastę- 
pnie uważam, ponieważ ae 
równoodległe od AE, więc 
trójkąt a Fe podobny A FE. 
Dla téj samćj przyczyny 
trójkąt eFd podobny trój- 
kątowi EF D, trójkąt d Fc 
podobny DFC it. d. Z po- 
dobieństwa trójkątów a Fe 
i AFE wypada: że ma się: 


1) Fa:FA=ae: AE = Fe : FE. 


Z podobieństwa trójkątów e Fd i EFD 
2) Fe:FE =ed:ED = Fd : FD. 


Z podobieństwa znowu trójkątów d Fe i DFC wypada: 
3) Fd:FD=dc:DC=Fc: FC; 


i tak następnie uważając będzie: 
4) Fo:FC=cbh:CB=Fb:FB, 


i nakoniec: 
5) Fb:FB =ba:BA = Fa: FA. 


Przypatrując się tym ciągom stosunków, widzimy że 
1)i2) mają wspólny stosunek Fe: FE, 2)13) mają 
tak samo wspólny stosunek Fd : FD, 8)i4) stosunek 
Fe : FC, nakoniec 4) i 5) stosunek Fb: FB; wszystkie 
więc stosunki ciągi te składające są sobie równe. Ma 
się więc: 
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ae:AE=ed:ED=dc:DC=cb:CB=ba:BA 
to jest, że boki wielokątów abede i. ABCDE są pro- 
poreyonalne; że zaś poprzednio okazało się, że też wie- 
lokąty mają i kąty równe: więc są sobie podobne. 

Z równości stosunków składających ciągi powyższe 
wypada następnie, że tak się ma: 


Fa:FA=Fe:FE=Fd:FD=Fe: FC=Fb:FB 


czyli, że krawędzie ostrosłupa są podzielone na części 
proporcyonalne. 

Żeby jeszcze okazać, że wysokość ostrosłupa, to jest 
linia F G jest podzieloną na części proporcyonalne, prze- 
prowadzam przez linie A F i FG płaszczyznę, która się 
przetnie z podstawą ABC DE po linii AG a z przecię- 
ciem abcde po linii ag równoodległćj od AG (ne 27), 
a zatćm ma się: 

Fa:FA=Fqg: FG. 
Przecięcie więc ostrosłupa płaszczyzną równoodległą od 
podstawy jest wielokątem podobnym it d. co było do 
okazania. 


Twierdzenie. 


104. Jeżeli ostrosłupy stojące na jednćj płaszczyznie 
i mające równe wysokości przetniemy płaszczyzną równo- 
odległą od płaszczyzny podstaw, to te przecięcia mieć się 
będą do siebie jak podstawy. 

Założenie. Niech będą dwa ostrosłupy ABCDEK 
i FGHJL (fig. 80) stojące na płaszczyznie J/N i prze- 
cięte płaszczyzną O P równoodiegłą od MN; trzeba do- 
wieść, że tak się będzie miało przecięcie: 

abcde : fqhi = ABCDE : FGHJ. 
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Dowodzenie. Ponieważ abcde jest z założenia ró- 
wnoodległe od ABC DE, więc jest i abede podobne 
ABCDE (n 103), a zatćm ma się: 


abede : ABCDE =ab: AB 
a że z podobieństwa trójkątów a Kb i A KB jest: 
ab:AB=aK:AK atómsanóm ab: AB=aK:AK 
więc tóż jest: 


1) abcde: ABCDE =akK 


KA K.. 

Podobnież ma się fghi : FGHJ=ih * JH atez podo- 

bieństwa trójkątów ` Lhi JLH jest ih:JH=hL:HL 
2 2 

a tém samém e JH. shb: HL; więc tóż jest: 


2 2 

2) fyki:FGHJ=LhLL:HL 
Ponieważ wysokości ostrosłupów, to jest linie CS i FT 
z założenia są sobie równe, a podstawy ABCDE 
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i FGHJ znajdują się na jednćj płaszczyznie MN, więc 
płaszczyzna QK przez wierzchołki Ki Z danych ostro- 
słupów przechodząca, może być równoodległą od MN; 
linie więc AK i HL uważać można jako przecięte pła- 
szczyznami MN, OP, QR od siebie równoodległemi, 
zatém są podzielone na części proporcyonalne (ne 34), 
jest więc: 
aK:AK=hL:HL, a tóm samém 
IR JIR =)D: EL. 


W proporcyach przeto 1) i 2) drugie stosunki są sobie 
równe, a więc i pierwsze składają proporcyą; jest więc: 


abede : ABCDE = fghi : FGHJ 
lub co na jedno wychodzi: 
abcde :fghi = ABCDE : FGHJ. 


Czyli że: ostrosłupy stojące na jednćj płaszczyznie i ma- 
y py stoją Jeno F y: 
jace równe wysokości it. d. co było do okazania. 


Uwaga. Ponieważ przecięcia abcde i fqhi mają się 
do siebie jak podstawy ABCDE i FGHJ, więc jeżeli 
podstawy byłyby sobie równoważne, to i te przecięcia by- 
łyby równoważne, a ztąd wypada: 

105. Wniosek. Że przecięcia równoodległe od podstaw 
w ostrosłupach mających równe podstawy i równe wyso- 
kości, są sobie równe. 

Twierdzenie. 

106. Dwa ostrosłupy trójkątne mające równe podstawy 
i równe wysokości, są sobie równe. 

Założenie. Niech będą dwa ostrosłupy trójkątne 
ABCD i abcd (fig. 81), w których zakładam, że pod- 


16 
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stawa A BC=abc i że wysokości mają równe, np. dla oby- 
dwóch niech będzie wysokością linia A £; trzeba dowieść, 
że te dwa ostrosłupy są sobie równe. 

„Dowodzenie 1%* Gdyby te dwa ostrosłupy nie były so- 
bie równe, to możnaby w ostrosłup większy wsunąć ostro- 
słup mniejszy. Przypuśćmy, że ostrosłup ABCD jest 

E, DNS większy od 

| ostrosłu- 
pa abcd, 
to wsuną- 
wszy abcd 
w ABOD 
tak, ażeby 
punkt d 
dotknął do 
punktu D, 
okazałaby 
się jakaś 
różnica, któraby miała za podstawę trójkąt ABC i pewną 
wysokość np. Ar. 

Wysokość A Æ dzielę na tyle części równych, aby każda 
z nich była mniejszą od Ax, np. jak tutaj dzielę na pięć 
części, przez punkta podziału prowadzę płaszczyzny ró- 
wnoodległe od podstaw danych ostrosłupów; to ponieważ 
z założenia A B C = abe więc i przecięcia odpowiednie bę- 
dą sobie równe (n°105): będzie zatćm PQR=pgqr, 
MNO=mno, JKL=ikl, FGH=fgl. 

Na przecięciach ostrosłupa A BCD z przypuszczenia 
większego, opisuję graniastosłupy trójkątne, których bę- 
dzie pięć, a mianowicie: PQRD, MNOP, JKLM, 
FGHJ i ABCF; w ostrosłupie zaś abcd z przy- 
puszczenia mniejszym, na odpowiednich przecięciach wpi- 


Fig. 68. 
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suję graniastosłupy trójkątne, których będzie tylko cztery, 
to jest pqrm, mnoi, iklf, i fgha. 

Widocznóćm jest że summa graniastosłupów opisanych 
na ostrosłupie AB CD z przypuszczenia większym, jest 
większą od tegoż ostrosłupa, a summa znowu graniasto- 
słupów wpisanych w ostrosłup abed z przypuszczenia 
mniejszy, jest od niego mniejszą. Różnica więc pomiędzy 
summą graniastosłupów opisanych a wpisanych powinna 
być większą jak pomiędzy ostrosłupami. 

Lecz graniastosłup opisany PQR D równy wpisanemu 
pqrm, bo mają podstawę PQ R=pgqr i wysokości równe. 
Dla podobnćj przyczyny graniastosłup M NO P=mnoi, 
JKLM=iklf i nakoniec FG HJ=fgha. Cztery więc 
graniastosłupy opisane są równe czterem graniastosłupom 
wpisanym; odjąwszy zatćm wpisane od opisanych, pozosta- 
nie na resztę piąty graniastosłup opisany A 3 CF mają- 
cy za podstawę A BC, to jest ten sam trójkąt który miał 
być podstawą przypuszczalnćj różnicy pomiędzy danemi 
ostrosłupami a wysokość z wykreślenia mniejszą od wy- 
sokości przypuszczalnćj reszty to jest od As. Byłaby 
więc różnica pomiędzy, graniastosłupami, mniejszą od ró- 
żnicy pomiędzy ostrosłupami, co być nie może, a więc i to 
być nie może, ażeby pomiędzy ostrosłupami danemi zacho- 
dziła jakakolwiek różnica, czyli że muszą być sobie równe. 
Zatem dwa ostrosłupy trójkątne i t.d. co było do okazania. 

Dowodzenie 26% Gdybyśmy sobie wyobrazili, że wyso- 
kość danych ostrosłupów jest podzieloną na bardzo wielką 
liczbę równych cząstek, i że przez punkta podziałów prze- 
prowadzone są płaszczyzny równoodległe od podstaw, to 
ostrosłupy dane podzieliłyby się na bardzo wielką liczbę 
tak cienkich warstw, że możnaby je uważać prawie za 
płaszczyzny. 
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Odpowiednie przecięcia takie czyli te warstwy, miałyby 
się do siebie jak podstawy (n° 104) danych ostrosłupów, 
a że podstawy te z założenia są sobie równe, więc i war- 
stwy odpowiednie byłyby sobie równe. Pierwsza zatém 
warstwa pierwszego ostrosłupa, byłaby równa pierwszćj 
warstwie drugiego; druga pierwszego ostrosłupa, drugićj 
drugiego; trzecia pierwszego, trzecićj drugiego i t. d., atóm 
samém i summa warstw pierwszego, czyli cały ostrosłup 
pierwszy, będzie równy summie warstw drugiego, czyli 
ostrosłupowi drugiemu. Dwa więc ostrosłupy trójkątne ma- 
jące it. d. co było do okazania. 


Twierdzenie. 

107. Graniastosłup trójkątny składa się z trzech ostro- 
słupów trójkątnych sobie równoważnych, czyli że ostrosłup 
trójkątny jest trzecią częścią graniastoslupa trójkątnego, ma- 
jącego z nim też samą podstawę i wysokość. 

Założenie. Niech będzie graniastosłup trójkątny 
ABCDEF (tig. 82), trzeba okazać, że on się składa 
z trzech ostrosłupów trójkątnych między sobą równo- 
ważnych. 

Dowodzenie. Przez punkt A, D i B przeprowadzam 
płaszczyznę, która się przetnie z płaszczyzną CŒ po pro- 
stój AD, z płaszczyzną CF po prostćj BD, a z pła- 
szczyzną ABC po prostćj AB i odetnie ostrosłup trój- 
kątny A BCD, mający za podstawę trójkąt AB C to jest 
podstawę graniastosłupa danego, a wierzchołek w pun- 
kcie D; więc za wysokość, wysokość graniastosłupa da- 
nego. Pozostał jeszcze ostrosłup czworokątny A EFB D. 
Przez linie Di DB przeprowadzam pła nę. która 
się przetnie z płaszczyzną A EFB po prostćj KB dzielą- 
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` ećj równoległobok A EF B na dwie równe części i podzieli 

ostrosłap czworokątny A FF'B D na dwa ostrosłupy trój- 
kątne AEBD i EFBD ró- 
wne sobie, bo mają podstawy 
AEB i EFB równe a wierz- 
chołek w punkcie D, więc i wy- 
sokość wspólną. Lecz ostrosłup 
EFBD można uważać że ma 
za podstawę ZF D a wierzcho- 
łek w punkcie B, to jest, że 
ma za podstawę, podstawę, a za 
wysokość, wysokość graniasto- 
słupa danego. Jest więc ostro- 
słup EFB D równoważny pier- 
wszemu ostrosłupowi ABCD, który jak widzieliśmy 
miał również za podstawę, podstawę, a za wysokość, wy- 
sokość graniastosłupa danego. Trzy zatćm ostrosłupy 
ABCD, AEBD i EFBD z których składa się dany 
graniastosłup A B CD EF są sobie równoważne. A załóm 
graniastosłup trójkątny składa się z trzech ostrosłupów i t, d. 
co było do okazania. 


Uwaga. 

/ Fig. 82% 
okazuje od- 
cięty pier- 
wszy ostro- 
słup trój- 
kątny 
abcd. Fig. 
Š 82) okazu- 
je pozo- 
stały ostrosłup czworokątny aefbd. Nakoniec Fig, 82° 


Fig. 82 a. 


2 b. 
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okazuje pozo- 
stały ostro- 
słup czworo- 
kątny aefbd, 
rozdzielony na 
dwa ostrosłupy 
trójkątne aebd 
i efbd sobie 
równoważne, 
z których zno- 
wu ostrosłup efbd jest równoważny pierwszemu abcd, 


108. Wniosek. Ponieważ ostrosłup trójkątny jest trze- 
cią częścią graniastosłupa trójkątnego mającego z nim tęż 
samą podstawę i okość, a bryłowatość graniastosłupa 
trójkątnego równa się iloczynowi z podstawy przez wyso- 
kość (n° 93); więc bryłowatość ostrosłupa trójkątnego, równa 
się trzeciej części iloczynu z podstawy przez wysokość, albo 


całćj podstawie rozmnożonćj przez trzecią 
albo wreszcie trzecij części podstawy rozmnożonćj prz 
całą wysokość, 


Twierdzenie. 


109. Bryłowatość jakiegokolwiek ostrosłupa równa się 
iloczynowi z podstawy przez trzecią część wysokości. 

Założenie. Niech będzie ostrosłup pięciokątny 
ABCDEF (fig. 83), trzeba dowieść, że jego bryłowatość 
równa jest iloczynowi z podstawy ABCDE przez trzecią 
część wysokości, którą dla skrócenia oznaczmy przez W. 

Dowodzenie. Przez linie EF i FB, tudzież FB i FD 
przeprowadzam płaszczyzny, które się z podstawą A B OD Æ 
przetną po przekątnych B £ i BD i podzielą cały ostro- 
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słup dany na trzy ostrosłupy 
trójkątne ABEF, EBDE 
i DBCF mające wspólną 
wysokość, będącą wysokością 
ostrosłupa danego. 

Chciawszy więc obliczyć bry- 
łowatość ostrosłupa danego, po- 
trzeba obliczyć po szczególe bry- 
łowatość każdego z pomienio- 
nych ostrosłupów trójkątnych 
i te bryłowatości dodać do 
siebie. 


Ww 
Bryłowatość ostrosłupa A B EF=ABE Xx (ne 108). 
d W 
EBDF=EBDX'3 


W 
DBCF=DBCX 3 


Dodawszy te trzy bryłowatości, będzie: 
ABEF + EBDE +DBCF = ABE X? + EBD X 5 +DBCX A 
czyli: p 
ABEF+EBDF+DBOCF = (ABE+EBD +DBC); 
Aże ABEF+EBDF+DBCF =ABCDEF 
zaś ABE+EBD+DBC =ABCDE, więc bryło- 
watość danego ostrosłupa ABCDEF=ABCDE X k 


Czyli że bryłowatość jakiegokolwiek ostrosłupi równa się 
it.d. eo było do okazania. 
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110. Wniosek 1” Oznaczywszy podstawę jakiegokol- 
wiek ostrosłupa przez P, a wysokość przez W, będzie bry- 


łowatość tego ostrosłupa równa P X 3 Ponieważ zaś bry- 


łowatość graniastosłupa, którego podstawą jest także P 
a wysokością W równa się PX W; więć z tego wypada, 
że każdy ostrosłup jest trzecią częścią graniastoslupa mają- 
cego z nim tęż samą podstawę i wysokość. Stosunek więc 
do siebie ostrosłupów, jest taki sam jak i graniastosłupów, 
to jest, że ostrosłupy wie mające ani równych podstaw ani 
równych wysokości, mają się do siebie jak iloczyny z pod- 
staw przez wysoki mające równe podstawy a nie równe 
wysokości, mają się do siebie jak wysokości; a mające ró- 
wne wysokości a nie równe podstawy, mają się jak pod- 
stawy. 

111. Wniosek 295 Ponieważ ostrokrąg można uważać 
jako ostrosłup mający za podstawę wielokąt o bardzo wiel- 
kićj liczbie bardzo małych boków, więc téż i bryłowatość 
ostrokręgu, równa się trzeciej części iloczynu z podstawy 
przez wysokość, lub całćj wysokości przez trzecią część 
podstawy, lub téż całéj podstawie przez trzecią część wy- 
sokości. 

Nazwawszy promień podstawy ostrokręgu przez r, 
a jego wysokość przez w, będzie: bryłowatość ostrokrę- 


w 
gu równa Jl r:X3, Ponieważ zaś bryłowatość. walca, 


którego promień podstawy jest także 7, a wysokość w, 
równa się Er? X w; więc ostrokrag jest trzecią czę- 
ścią wala mającego z nim tęż samą podstawę i wy- 
sokość. A ztąd wypada następnie, że stosunek ostrokrę- 
gów do siebie, jest taki sam jak i walców, to jest: że 
ostrokręgi nie mające ani równych podstaw ani równych 
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wysokości, mają się do siebie jak iloezyny z podstaw przez 
wysokości; mające równe podstawy a nie równe wysokości, 
mają się do siebie jak wysokości; nakoniec mające równe 
wysokości, mają się do siebie jak podstawy, albo jak kwa- 
draty z promieni tychże podstaw. 


Twierdzenie. 


o ostrosłupowy trójkątny składa się z trzech 
ostrosłupów twójkątnych, z których każdy ma za wysokość, 
wysokość kloca; jeden ma za podstawę, podstawę dolną 
kloca, drugi jego podstawę górną, a trzeci podstawę śre- 
dnio-jeometrycznie proporcyonalną pomiędzy dwiema temi 
podstawami. 


Założenie, Niech będzie kloc ostrosłupowy trójkątny 
ABCDEF (fig. 84), trzeba okazać, że on składa się 
z trzech ostrosłupów trójkątnych, z których każdy będzie 
miał za wysokość, wysokość kloca; jeden będzie miał za 
podstawę trójkąt AKC, to jest podstawę dolną, drugi 
trójkąt DEF, to jest podstawę górną kloca, a trzeci pod- 
stawę średnio-jeometrycznie proporcyonalną pomiędzy te- 
mi dwiema podstawami. 


Dowodzenie. Przez punkta A, D i B przeprowadzam 
płaszczyznę, która się przetnie z płaszczyzną EO po li- 
nii AD, z płaszczyzną CF po linii DB, a z płaszczy- 
zną ABC po linii AB i odetnie ostrosłup trójkątny 
ABCD mający za podstawę trójkąt A BC, to jest pod- 
stawę dolną kloca, a wierzchołek w punkcie D, więc za 
wysokość, wysokość kloca. Zatóm ostrosłup ABCD jest 
jednym z ostrosłupów szukanych. Po jego odcięciu pozo- 

Sofidometrya. u 
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stał się jeszcze ostrosłup czworokątny A EF B D. Przez li- 
nie A D i DF przeprowadzam płaszczyznę, która się prze- 
tnie z płaszczyzną AEF D po linii AF i podzieli pozo- 
stały ostrosłup czworokątny 
AEFBD na dwa ostrosłupy 
trójkątne AKFD i AFBD. 
Ostrosłup AEF D można uwa- 
że ma za podstawę trójką 
DEI, to jest podstawę górną 
kloca, a wierzchołek w punkcie 
A, więc za wysokość, wysokość 
kloca, jest przeto drugim ostro- 
słupem szukanym. Pozostał na- 
reszcie ostrosłup trójkątny 
AFBD, o którym trzeba dowieść, że się równa ostro- 
słupowi mającemu za wysokość, wysokość kloca, a za pod- 
stawę, podstawę średnio-jeometrycznie proporcyonalną po- 
między ABC i DEF. 

Żeby to okazać prowadzę na płaszczyznie CDFB 
prostę DG równoodległą od FB a tem samém równood- 
ległą od płaszczyzny A EFB (ne 20) i punkt G łączę 
z punktami A i D liniami prostemi i uważam, że pozosta- 
ły ostrosłup A FB D jest równy ostrosłupowi AF BG , bo 
mają podstawę AFB wspólną, wierzchołek zaś jednego 
znajduje się w punkcie D a drugiego w punkcie G, czyli 
oba wierzchołki znajdują się na prostój DG równoodle- 
głéj od wspólnćj podstawy AFB, mają więc i wysokości 
równe. Zamiast przeto pozóstałego ostrosłupa ALB D 
można wziąść ostrosłup A FBG, który można uważać że 
ma za podstawę A BG a wierzchołek w punkcie F, zatóm 
ma za wysokość, wysokość kloca; idzie więc tylko 0 oka- 
zanie, że podstawa tego ostrosłupa to jest trójkąt A B G, 


żać, 
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jest średnio-jeometrycznie proporcyonalny między trójką- 
tami ABC i DEF które są podstawami danego kloca. 
W tym celu przez punkt (r prowadzę na płaszczyznie A BU 
linię GH równoodległą od AC, a tém samém równood- 
ległą od E D i uważam dwa trójkąty DF i HG B, któ- 
re mają bok DF równy G B jako boki przeciwne w ró- 
wnoległoboku DFBG, kąt EFD równy HBG i kąt 
EDF równy HG B jako kąty mające ramiona równood- 
ległe i skierowane w jedną stronę (u° 33), zatćm są sobie 
równe. Następnie dwa trójkąty ABC i ABG mające 
wierzchołek wspólny w punkcie A i podstawy na jednćj linii 
prostój B C, mają się do siebie jak podstawy, to jest ma się: 

1) 4ABC:4BG=3BC:BG. 

Dla podobnćj przyczyny ma się trójkąt: 
2) ABG:HBG=AB:HB. 


Lecz z wykreślenia prosta HG jest równoodległą od 
AC, zatém ma się: 
BC:BG=AB:HB. 
W proporcyach więc 1) i 2) drugie stosunki są sobie 
równe, zatćm i pierwsze złożą proporcyę, czyli będzie: 
ABC : ABG = ABG : HBG. 
W tćj ostatnićj proporcyi zamiast HB G wziąwszy je- 
mu równy trójkąt D EF, jest: 
ABC: ABG = ABG : DEF. 
Z czego okazuje się, że trójkąt AB G, to jest podstawa 
trzeciego: ostrosłupa szukanego AB G F, jest średnio-jeo- 
metrycznie proporeyonalną pomiędzy podstawami danego 
kloca. A zatćm kloc ostroslupowy trójkątny składa się it. d. 
co było do okazania. 
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ay = 


113. Uwaga I** Trójkąt ABG jako średnio-jeo- 
metrycznie proporcyonalny pomiędzy trójkątami A BC 
i DEF, to jest podstawami danego kloca, równa się pier- 
wiastkowi kwadratowemu z iloczynu tychże podstaw, czyli 
jest ABG =VABCX DEF. 

114. Uwaga. 29% Fig. 84% okazuje odcięty pierwszy 
ostrosłup trójkątny abcd. Fig. 84* okazuje pozostały 


d- 


Fig. 84 b. 


E 

Fig. 84 n. 
ostrosłup czworokątny aefbd, Fig, 84° okazuje pozostały 
ostrosłup aefbd rozdzielony na dwa ostrosłupy trójkątne 
aefdi afbd, z których aefd jest szukany. Nakoniec 
Fig, 84" okazuje zamieniony trzeci ostrosłup afb d na ostro- 


e F (4 72 


dy 


a a È aá 


Pig. 81 e. 
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słup jemu równoważny abg/, mający za podstawę trójkąt 
abg średnio-jeometrycznie proporcyonalny między pod- 
stawami danego kloca. 


115. Uwaga 3%* Niech będzie (fig. 84%*) kloe ostrosłu- 
powy ABCDEFGH powstały z przecięcia ostrosłupa 
wielokątnego, 
jak tu np. 
czworokątne- 
go ABCDJ, 
płaszczyzną 
EFGH ró- 
wnoodległą 
od podstawy 
ABCD. Na 
płaszczyznie 
podstawy 
A BCD kre- 
ślę trójkąt Z M równoważny czworokątowi ABC D i na 
trójkącie tym wystawiam ostrosłup KMQ mający tęż 
samą wysokość co i ostrosłup ABCD.J. Jest więc 
KLMQ=ABCDJ (w 106). Płaszczyznę EFGH 
wyobrażam sobie przedłużoną tak, żeby przecięła ostrosłup 
KLMQ, to będzie przecięcie ztąd powstałe NOP= 
EFG H (w 105), a tém samém ostrosłup ZF GHJ = 
NOPQ; a ztąd kloc ostrosłupowy czworok ątny 
ABCDEFGH jest równoważny takiemuż klocowi trój- 
kątnemu KLMNO P. Że zaś ten ostatni jest równowa- 
żny trzem ostrosłupom które mają za wysokość, wysokość 
kloca, a za podstawy, jeden podstawę dolną, drugi podsta- 
wę górną a trzeci podstawę średnio-jeometrycznie propor- 
cyonalną, więc i kloc ostrosłupowy wielokątny jest także 
równoważny trzem ostrosłupom, z których każdy ma wyso- 


Fig. 84 bie. 
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kość równą wysokości kloca, a za podstawy, jeden podsta- 
wę dolną, drugi podstawę górną tegoż kloca, a trzeci pod- 
stawę średnio-jeometrycznie proporcyonalną między temi 
podstawami. 

116. Uwaga 4% Chciawszy obliczyć bryłowatość klo- 
ca ostrosłupowego, potrzeba obliczyć bryłowatość każdego 
z trzech ostrosłupów na które się kloc rozdziela, i te bry- 
łowatości dodać do siebie. Nazwawszy więc wysokość 
danego kloca ostrosłupowego przez W, podstawę dolną 
przez P, podstawę górną przez p, a tém samém średnio- 
jeometrycznie proporeyonalną przez v PX p będzie: 


W 
Bryłowatość pierwszego ostrosłupa = z X P. 
5 wW 
LA drugiego % =3 Xp 
7 ; A 
$ trzeciego - = XVPXy. 


Dodawszy bryłowatości tych trzech ostrosłupów do siebie 


i wyrzuciwszy wspólny czynnik 3 przed nawias, będzie: 


W =. 
Bryłowatość kloca ostrosłupowego = 3 (P+p+V PXp). 


Jest więc bryłowatość kloca ostrosłupowego równa trzecićj 
części wysokości roznnożonćj przez summę z podstawy dol- 
nej, górnćj i średnio-jeometrycznie proporcyonalnćj pomiędzy 
temi dwiema podstawami. 

117. Uwaga 5% Dla obliczenia bryłowatości kloca 
ostrosłaupowego, nie koniecznie dochodzić potrzeba po- 
wierzchni obu jego podstaw. Podstawy te albowiem są sobie 
podobne (n 103), dosyć więc mićć wiadome odpowiednie 
ich boki i powierzchnię jednćj z nich, dolnćj lub górnćj. 
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Oznaczmy przez P i p dwie podstawy kloca, przez 
Bib odpowiednie ich boki; to przyjmując podstawę P za 
wiadomą, będzie: 


p:P =b : B? aztąd p= PX 4 


Wiadomo z uwagi poprzedzającćj, że: 
Ww 
Objętość kloca ostroslupowego = ~> (P+p + V P<p) 


a wstawiając w to wyrażenie wartość za p, będzie: 
Ww b? V b’ 
Objętość kloca ostrost. = 3 (P+Px j + PXPX m) 


La b 
` BLA EPT THERE) 


WP b* b WP hb ob 

AE EN (>+ 5) 

Wzór ten ma tę dógodność, że nie wymaga wyciąga- 

nia pierwiastku kwadratowego, przez co w zastosowaniu 

jest daleko łatwiejszy niż podany w uwadze poprzedza- 
jącćj. 


Twierdzenie. 

118. Przecięcie ostrokręgu płaszczyzną równoodległą 
od podstawy jest kołem, lecz zawsze od tejże podstawy 
mniejszćm i to co raz bardziej w miarę tego jak przecięcie 
jest co raz bliższe wierzchołka. 

Założenie. Niech będzie ostrokrąg ABC (fig. 85) 
przecięty płaszczyzną ab równoodległą od AB, trzeba 
dowieść, że przecięcie adeb/f jest kołem i to mniejszóm 
od ADEBF. 
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Dowodzenie. Na okręgu koła AB obieram dowolnie 
ilekolwiek punktów D, Z, Fit.d. Przez te punkta i oś 
c CS przeprowadzam płaszczyzny 
CSD, CSE, CSF it.d. k 
się przetną z powierzchnią ostro- - 
krężną po prostych CD, CE 
i CF, z podstawą zaś A B po pro- 
mieniach SD, SŁ, SF, a z prze- 
cięciem *ab po prostych sd, sè 
równoodległych od SD, SE 
i SF (ñ° 27). 

Ponieważ sd jest równoodle- 
glą od SD, jest więc trójkąt dCs 
podobny DCS. Dla takiejże przy- 
czyny jest trójkąt e Cs podobny ECS i trójkąt fs po- 
dobny FCS. Z podobieństwa trójkątów dCs i DCS 
wypada, że tak się ma: 


1) ds «: DSo="Cs : CS 


Z podobieństwa trójkątów e (s i EC'S jest również: 
2) es:ES=(s: CS. 
Nakoniec z podobieństwa trójkątów fCs i FC'S jest: 


3) fs:FS$=Cs:CS 


W proporcyach 1), 2) i 3), drugie stosunki są sobie 
równe, więc i pierwsze są sobie równe, jest więc: 


ds: DS=es:ES=fs:FS. 


W tym ciągu stosunków następniki DS, ES i FS 
są sobie równe jako promienie jednego koła, a więc i po- 
przedniki ds, es i fs muszą być także sobie równe. 
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Punkta więc linii krzywój adebf są równo oddalone od 
punktu s wewnątrz nićj znajdującego się, linia więc ta jest. 
okręgiem koła a płaszczyzna adebf kołem. 

Uważmy teraz, że w drugim stosunku proporcyi 1) 
jest poprzednik mniejszy od następnika, to jest (s < CS 
jako część od swojćj całości, a więc i w pierwszym sto- 
sunku poprzednik, to jest promień ds jest mniejszy od 
swego następnika, to jest promienia DS, a tém samém 
koło adebf jest mniejsze od koła ADBEF. 

Rzeczą jest widoczną, że im przecięcie równoodległe 
od podstawy, bli będzie wierzchołka (, tóm tóż Cs 
będzie co raz mniejsze od CS, a tém samém i ds co raz 
mniejsze od DS, a zatóm i koło adebf co raz mniejsze 
od podstawy ADEBF. Przecięcie więc ostrokręgu pla- 
szczyzną równoodległą od podstawy jest i t. d. co było do 
okazania. 


Twierdzenie. 


119. Powierzchnia boczna kloea ostrokręgowego pro- 
stego, równa się iloczynowi z tworzącej tegoż kloca przez 
połowę summy okręgów kół służących mu za podstawy; 
albo równa się iloczynowi z tworzącej kloca, Przez okrąg 


koła przechodzącego przez środek tworzą éj, równoodlegle 
od podstaw. 


Założenie. Niech będzie kloc ostrokręgowy ABDE 
(fig. 86), trzeba dowieść, że jego powierzchnia boczna ró- 
wna się iloczynowi z tworzącćój np. ÆB, przez połowę 
summy okręgów kół AB i DE służących mu za podsta- 
wy; albo iloczynowi z tejże samćj tworzącćj, przez okrąg 
koła HJ przechodzącego przez jéj środek. 


Salidometrya. 15 
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Dowodzenie. Na podstawie DE ustawiam ostrokrąg 
DEC dopełniający dany kloc ostrokręgowy AB DE do 
całego ostrokręgu ABC. Z punktu B wyprowadzam do 


£ 


Fig. 86. 


BC prostopadłą BF równą okręgowi koła AB i punkt 
F z punktem C łączę linią prostą. Z punktu Æ wyprowa- 
dzam linią ÆG prostopadłą do BC i powiadam, że 
linia Æ G równa się okręgowi koła D Æ, albowiem ma się: 


Okr. AB : Okr. DE = AB: DE. 


Ponieważ zaś trójkąt A CB jest podobny trójkątowi D CH, 
bo linia DÆ jest równoodległą od A B; więc ma się: 


AB : DE = CB : CE. 
A zatóm ma się: 
Okr. AB : Okr. DE = CB : CE. 
Że zaś jest: 
CB: CE=BF: EG, 
bo trójkąt CBF jest podobny trójkątowi CE G, gdyż EG 


jest równoodległą od B F; więc ma się także: 
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Okr. AB : Okr. DE = BF : EG. 


Lecz z wykreślenia BF = Okr. AB, więc w téj propor- 
cyi poprzedniki są sobie równe, zatém i następniki ró- 
wne być muszą; jest więc Okr. DE = EG, co było do 
okazania. 

Podobnie okazaćby można, że Okr. HJ = JK. 


Okr. AB 
Powierzchnia ostrokrężna ABC = CB X == 


(ne 102), a że Okr. AB = BF, więc powierzchnia Ra 


BF 
krężna ABC=CB X ~g = powierzchni trójkąta CBF. 


Podobnież powierzchnia ostrokrężna D E C, jako równa 
, Okr. DE F G 
CE X = =CEX*y”, boOkr DE= EG, ró 


wna się powierzchni trójkąta = G. 


Nakoniec powierzchnia kloca ostrókręgowego A B DE 
równa powierzchni ostrokrężnéj A B C mnićj powierzchnią 
ostrokrężną DEC; równa powierzchni trójkąta CZE 
mnićj powierzchnią trójkąta CEG; TORA powierzchni 


trapeza EBFG = EB (- Bu e = A że BF= 


Okr. AB, a EG = Okr. DE, więc powierzchnia boczna 

Okr. AB + Okr. DC 
kloca ostrokręg. A B DE = EB ( SBE 4 Dea ) 
Lecz powierzchnia trapeza HE B FG równa się także ilo- 
czynowi z EB przez JK, więc i powierzchnia kloca ostro- 
kręgowego AB DE=EBXJK, a że J K=Okr. HJ 
więe powierzchnia boczna kloca ostrokr. = E B X Okr. HJ. 
Czyli że powierzchnia boczna kloca ostrokręgowego proste- 
go it. d. -co było do okazania. 
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Uwaga. Oznaczywszy promień podstawy dolnój kloca 
ostrokręgowego przez R, promień podstawy górnćj przez 7, 
a tworzącą przez g, będzie wzór ogólny, że: 


2U1R+23r 


Pow. bocz. kloca ostrokr. = g ( 5 ) =g (R +r). 


Twierdzenie. 


120. Bryłowatość kloca ostrokręgowego równa się ilo- 
czynowi z wysokości tegoż kloca przez summe z podstawy 
dolnój, górnćj i średnio-jeometrycznie proporcyonalnćj po- 
między temi dwiema podstawami. 


Założenie. Niech będzie kloc ostrokręgowy ABEF 
(fig. 87), trzeba dowieść, że bryłowatość jego równa się ilo- 
czynowi z wysokości, którą dla skrócenia oznaczmy W, 
przez summę z podstawy dolnćj A B, górnćj EF i średnio- 
jeometrycznie propotcyonalnćj między temi dwiema pod- 
stawami. 


Dowodzenie. Na podstawie EF ustawiam ostrokrąg 
EFC, dopełniający dany kloc ostrokręgowy A BEF do 
K całego ostrokręgu 
A ABC. Na téj sa- 
méj płaszczyznie 
na którćj stoi 
ostrokrąg ABC, 
ustawiam ostro- 
słup trójkątny 
GH JK mają- 
cy podsta.wę 
G HJ = Ko. AB 


a wysokość którą 
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oznaczam przez -W', równą wysokości ostrokręgu A BC 
i przypuszczam że płaszczyzna EF równoodległa od pod- 
stawy 4/3 jest przedłużona tak, że przecinając ostrosłup 
GHJK, odcina tém samém ostrosłup mniejszy Z M NK, 
którego wysokość IV” równa się wysokości ostrokręgu 
EFC. Wysokość zatćm kloca ostrosłupowego GHJLMN 
równa się wysokości kloca ostrokręgowego A BEF ozna- 
czonćj przez IV. Przecięcie LMN, jako równoodległe od 
GHJ jest trójkątem podobnym trójkątowi GHJ (n° 103) 
i nadto będzie trójkąt LMN = Koł. EF, a to dla tego, 
że koła mają się do siebie jak kwadraty ze średnic; bę- 
dzie więc: 
1) Koł. AB: Ko. EF = AB: EF. 


Lecz trójkąt A B C jest podobny trójkątowi Æ F C, bo EF 
jest równoodległą od AB; więc ma się: 
AB:EF=QCB:CF 


a podnosząc wyrazy tćj proporcyi do kwadratu, jest; 


ANO 
A4B:EF=CB:CPF 
W tój proporcyi i proporcyi 1) stosunek AB: EF jest 
wspólny, zatóm dwa drugie złożą proporcyę i ma się: 
2 2 
a) Koł. AB : Ko. EF CB: CF. 
Podobnież z podobieństwa trójkątów GHJ i LMN 
wypada, że ma się: 
— 9 2 
2) GHJ:LMN=GH:LN. 
Ponieważ zaś trójkąty GHK i L NK są podobne, bo jest 
LN równoodległą od GH, więc ma się: 
GH: LN = KG KL, 
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a podniósłszy wszystkie wyrazy tćj proporcyi do kwa- 


dratu, jest: 
—2 


GH:LN=KG:KL. 

W tćj ostatnićj proporcyi i proporcyi 2), stosunek 

G H': L N jest wspólny, a więc dwa inne stanowią pro- 
porcyę, ma się więc: 

b) GUHJ:LMN=KG:KL 


2 
Ponieważ podstawy dolne tak ostrokręgu ABC jak 
i ostrosłupa GH JK, to jest koło A B i trójkąt GHJ są 
na jednćj płaszczy- 
K znie, a ostrokrąg 
ABC i ostrosłup 
GHJK mają 
z Wykreślenia ró- 
wne wysokości, 
więc wierzchołki 
ich to jest punkta 
J Ci K znajdują się 
na płaszczyznie ró- 
wnoodległćj od 
płaszczyzny pod- 
staw; linie więc CB i KG uważać można jako przecię- 
te trzema płaszczyznami od siebie równoodległemi: jedną 
przechodzącą przez wierzchołki C i K, drugą stanowiącą 
przecięcia KF i LMN, a trzecią na którćj znajdują się 
podstawy A B i GHJ, zatćm są podzielone przez te pła- 

szczyzny na części proporcyonalne (n° 34); ma się przeto: 

CB:CF=KG:KL 
czyli podniósłszy wszystkie wyrazy do kwadratu, jest: 


Fig. 87. 
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3 „—=% mid 2 
CB : CF = KG : KL. 
2 —2 
Lecz stosunek C B : CF należy do proporcyi a), a stosu- 
SE | 
nek KG : KL do proporcyi b), proporcye więc a) i b) 
mają drugie stosunki równe, zatém i pierwsze stanowić bę- 
dą proporcyę, i będzie: 
Kot. AB : Kot. EF =GHJ: LMN. 
W tój proporcyi trójkąt G HJ = Koł. AB z wykreślenia, 
czyli poprzedniki są sobie równe, a więc i następniki będą 
sobie równe i będzie trójkąt LMN = Koł. EF, co było 
do okazania. 
Ww 
Bryłow. ostrokręgu ABC = 3 X Koł. A B (n°111), 
a że koło AB = GHJ, więc: 


Bryłowatość ostrokręgu A BC = X GHJ równa 


3 
bryłowatości ostrosłupa G HJ K. 
w "= 

Podobnież bryłow. ostrokręgu ZF C = -X Kot. Eh, 
a że koło Æ F = LMN, więc będzie: 

Ww” e 

Bryłowatość ostrokręgu Z F C = 3 X LMN równa 
bryłowatości ostrosłupa LMN K. 

Bryłowatość kloca ostrokręgowego A B Æ F równa bry- 
łowatości ostrokręgu ABC mnićj bryłowatością ostrokrę- 
gu EFC; równa bryłowatości ostrosłupa GHJK mnićj 
bryłowatością ostrosłupa LMNK; równa bryłowatości 
kloca ostrosłupowego GHJLMN, a tém samém równa 


7 


I 
3 (GHJ+LMN+VGHJxLMN) (w116). 


Wstawiwszy teraz za GIJ jego wartość to jest koło A B, 
a za LMN także jego wartość to jest koło ZF, będzie: 
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Bryłowatość kloca ostrokręgowego: 

LĄ p z -porr 
ABEF= 3 (Koł. AB +Koł. EF+V Kot. ABXKot. EF). 
Zatem bryłowatość kloca ostrokręgowego równa się i t.d., co 
było do okazania. 

121. Uwaga 15% Oznaczywszy promień podstawy do!- 


nćj kloca ostrokręgowego przez R, promień podstawy gór- 
péj przez r, a wysokość kloca przez IV, będzie: 


Ww ARA 
Bryłow. kloca ostrokr. = „ (R? + Tr? + VA R*X1Tr") 


W - 
= 3 (AR +A +V IR) 
wW 
=, (AR' +M’ +TRr) 
TW 
3 
Czyli, że bryłowałość kloca ostrokregowego, równa się trze- 
ciej części iloczynu z przybliżonego stosunku okręgu koła do 


(R*+r*+BRr). 


średnicy, przez wysokość kloca, rozmnożonćj przez summę 
z kwadratu promienia podstawy dolnej, z kwadratu promie- 
nia podstawy górnej i z iloczynu tych dwóch promieni. 

122. Uwaga %* Professor Grunert wynalazł nastę- 
pujące wyrażenie na bryłowatości kloca ostrokręgowego. 
Ponieważ R*+r*+ Rr=R*+r*+ Rr+Rr—Rr 


= R +2Rr+"—Rr = (R+r}}— Rr jak ró- 
wnież toż samo wyrażenie R*+r* +Rr=R*+r* +Rr—= 
3R+8R =R*—2R4r*+3Rr = (R—r)'+3 Rr 
s (R*+r* +Rr) 
(w 121), więc wstawiającza R? tr" t ir dwa powyższe 
wyrażenia będzie: 


a 
a bryłowatość kloca ostrokręgow. = 
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KW 
1) Bryłow. kloca ostrokręg. = 3 -f+ r) — Rr} lub 


2 „AE g =T (B—9*+3 Rr} 


Mnożąc wyrażenie 1) przez 3, będzie: 


7 


TW 
3) 3 Bryłow. kloca ostrokr. =; SE (R+r)*—3 Rr L 


Dodając równanie 3) do równania 2) otrzymamy: 
gi W 
4 Bryłow. kloca ostrokr. =— zi 3(R+r)* + (R—r)* w 


a wykonywając wskazane mnożenie, otrzymamy: 
a W 
4 Bryłow. kloca ostrokr. = ST W (R +r)’ + 3 (in) 
Dzieląc obie strony tego ostatniego równania przez 4, 
będzie: 
TW TV 
Bryłow. kloca ostrokr. =— 47 (R +r)* pozy —r). 
Ponieważ 7T (R + r)* W jest bryłowatością walca, któ- 
rego promień podstawy równy + r a wysokość W, zaś 
(R—r)* W jest bryłowatością walca, którego promień 
podstawy równy R—r a wysokość W (n 95); więc poło- 
żywszy : 


M (R+r)* W = Wale. (R+r) 
I(R=r)7 W = Wale.(R—r) znajdziemy 
3 Wale. (R+ r) Wale. (R=r). 
brył. kloca ostrokr. = sr fg F SEEN 
To jest, że bryłowatość kloca ostrokręgowego, równu się 
czwartój części walca, którego promień podstawy, równy jest 
summie promieni kół będących podstawami kloca ostrokręgo- 
wego, więcej dwunastą 
stawy jest 


a walea, którego promień pod- 
ica promieni podstaw tegoż kloca. 


s rya, 1 
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Na mocy tego wyrażenia łatwo ułożyć można tablicę, 
dla ułatwienia obliczeń bryłowatości kloców ostrokręgo- 
wych, dość często wydarzających się w praktyce. 


Twierdzenie. 


123. Kloc graniastoslupowy trójkątny, składa się z trzech 
ostrosłupów trójkątnych, z których każdy ma za podstawę, 
podstawę kloca, jeden za wysokość jedną, drugi drugą a trze- 
ć kloca. 


ci trzecią wysok 

Założenie. Niech będzie kloc graniastosłupowy trójką- 
tny ABCDEF (fig. 88), trzeba okazać, że on składa się 
z trzech ostrosłupów trójkątnych, z których każdy będzie 
miał za podstawę trójkąt AB C, to jest podstawę danego 
kloca, a wierzchołek jednego będzie w punkcie D, drugie- 
go w punkcie Z, trzeciego w punkcie F, czyli że jeden bę- 
dzie miał za wysokość jedną, drugi drugą, a trzeci trzecią 
wysokość kloca. 

Dowodzenie. Przez punkta A, D i B przeprowadzam pła- 
szczyznę, która się przetnie z płaszczyzną EC po prostćj 
AD, z płaszczyzną FC po prostćj D.B, a z płaszczyzną 

F ABC po prostćj A B i odetnie 
ń ostrosłup trójkątny ABCD, 
który mając za podstawę trój- 
kąt AB C a wierzchołek w pun- 
kcie D, jest pierwszym ostrosłu- 
pem szukanym. 


Pozostaje więc ostrosłup 
czworokątny AZEBD. Przez 
proste KD i DB przeprowa- 
zam płaszczyznę. która prze- 
Fig. sa tnie się z płaszczyzną AEF R 
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po prostćój ÆB i podzieli pozostały ostrosłup czworoką- 
tny 4AEFBD na dwa ostrosłupy trójkątne AEBD 
i EFBD. Łączę punkt E z punktem C prostą EC 
i jest pierwszy z tych dwóch ostrosłupów trójkątnych to 
jest AKBD=AEBC, bo mają podstawę AEB wspól- 
ną, wierzchołek jednego jest w punkcie D, a drugie- 
go w punkcie C czyli na prostćj D C równoodległćj od 
podstawy, wysokości więc mają równe; zamiast przeto 
ostrosłupa AEBD można wziąść ostrosłup AEBC, 
który znowu można uważać jako mający podstawę A B C, 
a wierzchołek w punkcie Æ: jest więc drugim ostrosłupem 
szukanym. 

Pozostał nakoniec ostrosłup trójkątny EFE D, który 
uważam, że ma za podstawę trójkąt DFB a wierzchołek 
w punkcie Æ. Łączę punkt F z punktem Æ prostą FA 
i jest ostrosłup DFBE= DFBA, bo mają podstawę 
DFB wspólną, a wierzchołki na prostćj ÆA równood- 
ległćj od podstawy. Zamiast więc pozostałego ostrosłupa 
EFBD można wziąść ostrosłup DFBA, który znowu 
uważać można, jako mający za podstawę trójkąt AFB 
a wierzchołek w punkcie D. Łączę punkt F z pun- 
ktem C prostą FC i jest ostrosłup AF BD = AFBC, 
bo mają podstawę AFB wspólną, a wierzchołki na 
prostéj DC równoodległćj od podstawy; zamiast więc 
ostrosłupa AF BD, który był równy pozostałemu ostro- 
słupowi FFBD, można wziąść ostrosłup A F BC; ten 
zaś ostatni uważanym być może, jako mający za pod- 
stawę trójkąt ABC a wierzchołek w punkcie F, czyli 
że jest trzecim ostrosłupem szukanym. A zatém kloc gra- 
niastosłupowy trójkątny składa się z trzech ostroslupów 
trójkątnych, z których każdy ma za podstawę, podstawę 
kloca, i t. d. eo było do okazania. 
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+ Uwaga I** Fig. 88% okazuje odcięty pierwszy ostro- 
słup szukany abcd. 


ją 


Vig.88 okazuje pozostały ostrosłup ezworokątny ae/bd. 
af Fig, 88° oka-, 
zuje pozostały 


ostrosłup czwo- 


ty aefbd 
rozdzielony na 
dwa ostrosłupy 
trójkątne aebd 
i efbd. 


SE 


Fig. 88 e 
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Fig. 881 okazuje zamieniony ostrosłup aebd na jemu 
równoważny ostrosłup aebc będący drugim ostrosłupem 
szukanym. 

Fig. 88° okazuje zamieniony ostrosłup efbd na „jemu 
równoważny ostrosłup afbd. 


Fig. 88 /. Fig. 88 g. 
Fig. 88/ okazuje zamieniony ostrosłup afbd równo- 


ważny ostrosłupowi efbd, na ostrosłup afbe będący 


„trzecim ostrosłupem szukanym; nakoniec: 


Fig. 887 okazuje trzy ostrosłupy szukane abed, 
abce i abef składające bryłowatość danego kloca gra- 
niastosłupowego. 


124. Uwaga 2% Chciawszy oblic: 
ca graniastosłupowego trójkątnego, potrzeba obl 
łowatość każdego z trzech ostrosłupów trójkątnych na 
które się kloc rozdziela i bryłowatości te do siebie dodać. 
Oznaczywszy więc podstawę danego kloca graniastosłupo- 
wego trójkątnego przez P, jedną jego wysokość przez IM 
drugą przez W”, trzecią przez W”, będ 
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W $ 
Bryłowatość 1% ostrosłupa trójkątnego — P X 3 (m 108). 


w 
» 2: - + =PX 3 

Us 
A 36 » s <£ó =PX 3 


Dodawszy te bryłowatości do siebie i wyjmując przed 
nawias wspólny czynnik P, będzie: 
W+ WW" ) 


3 


Bryłow. kloca graniastosł. trójk. = P ( 


czyli, że bryłowatość kloca graniastosłupowego tr 
równa się iloczynowi z podstawy przez trzecią część summy 
trzech jego wysokości. 


125. Uwaga 3%% Jeżeli kloc graniastosłupowy jest pro- 
sty jak na fig. 88, każda wtedy jego krawędź, jak Ak, 
CD i BF, jest jedną z trzech jego wysokości; nie przed- 
stawia się więc żadna trudność w ich wymierzeniu, a tém 
samém obliczeniu bryłowatości danego kloca, Lecz jest 
zupełnie co innego, kiedy kloc dany jest pochyły (jak np. 


fig. 89), bo w takim razie jędnę tylko wysokość GJ, jako 
a - 


jkqtnego 


zewnątrz kloca padającą, 
wprost za pomocą pionu 
wymierzyć będzie można; 
inne zaś jako wewnątrz 
kloca padające, w ten spo- 
sób eo pierwsza wymierzyć 
się nie dadzą, i tylko wy- 
rachowane być muszą. Że- 
by to uskutecznić oznacz- 
my krawędź B G przez b, 
krawędź CD przez b, 


e 
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krawędź AZ przez b”, tudzież wysokość G.J przez w, 
wysokość D H przez w” i nakoniec wysokość FF przez w”. 
Z tych sześciu prostych, cztery to jest b, b’, b” iw jako 
bezpośrednio wymierzyć się dające przyjmiemy za wiado- 
me, a dwie pozostałe to jest w” iw” na mocy tych wia- 
domych obliczyć nam będzie potrzeba. 

Ponieważ proste A Z, CD i BG jako krawędzie klo- 
ca, a proste EF, DH i GJ jako prostopadłe do jednéj 
płaszczyzny, to jest podstawy kloca, są od siebie równood- 
ległe, więc płaszczyzny A EF, CDH i BGJ przez też 
proste przechodzące są od siebie równoodległe; wspólne 
zatóm przecięcia się tych płaszczyzn z płaszczyzną podsta- 
wy kloca, czyli linie AF, CH i BJ są od siebie równo- 
odległe (n» 27): trójkąty przeto AEF, CDH i BGJ ma- 
jące boki odpowiednie od siebie równoodległe, są sobie po- 
dobne a tém samém mają boki odpowiednie proporcyonalne. 

Z podobieństwa trójkątów BGJ i CDH wypada: 

BG:GJ=CD:DH czyli 
b:w = W :w' aztąd 


Z podobieństwa trójkątów B GJ i AEF wypada: 
BG:GJ=AE:EF czyli 
b:w = b” w” aztąd 
DE == 

Według poprzedzającćj uwagi bryłowatość kloca gra- 

wtw +w 
niastosłupowego trójkątnego równa się PZ” ) : 

p 

albo inaczćj równa 3 (etw tw '). Wstawiwszy w to osta- 


tnie wyrażenie za w iw” wynalezione ich wartości, będzie: 
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P, Ww b” 
Bryłow. kloca graniastosł. trójkątu. pochyłŁ => (e+ zka =) 
i 3 bo% 
m zo" r) 


2 a 2 è 3 b 


Pr fs. 
ai) RąGe s a = gp ORO +0), 


to jest: że bryłowatość kloca graniastoslupowego trójkątnego 
pochyłego równa się iloczynowi z podstawy kloca przez wy- 
sokość padającą zewnątrz, podzielonemu przez potrojoną 
krawędź, z końca którćj pada wysokość zewnętrzna, a rt 
mmożonemu przez summę z trzech krawędzi danego kloca. 


Twierdzenie. 


128. Bryłowatość kloca graniastoslupowego trójkątnego, 
czy prostego czy pochyłego, równa się iloczynowi z jego pro- 
filu przez prostą łączącą środki ci obu podstaw, albo 
prostą przeprowadzoną przez środek ciężkości tegoż profilu 
równoodlegle od ścian danego kloca a kończącą się na jego 
podstawach. 


Założenie. Niech będzie 
graniastosłup pochyły 
ABCDEF (fig. 90), mam 
ść, że jego bryłowatość 


E 
M 


dowie 
równa się iloczynowi z.profilu 
KJ przepro- 
środek ciężko- 


abc przez lini 
1zoną przez 
ści tegoż profilu, to jest przez 
punkt k równoodlegle od ś 


ian 
danego kloca, a kończącą się 
na jego podstawach. 
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Dowodzenie. Połączmy punkt G będący środkiem 
boku AC z punktem B prostą GB, i tę ostatnią po- 
dzielmy na trzy równe części. Punkt J znajdujący się 
w dwóch trzecich częściach od wierzchołka, jest środ- 
kiem ciężkości podstawy ABC. Aby znaleźć środek 
ciężkości profilu abe i drugićj podstawy DEF, dosyć 
poprowadzić przez punkt J linię równoodlegle od kra- 
wędzi danego kloca np. od CH, a punkta przecięcia 
k i K będą szukanemi środkami ciężkości; jeżeli bo- 
wiem poprowadzimy prostą GH równoodległą od AD, 
która proste ac i DF podzieli na dwie równe części 
i połączymy punkta przecięcia g i H z punktami bi Æ 
prostemi, to pochyłe GB, gb i HE zawarte między 
równoodległemi GH i BE podzielone będą przez pro- 
stą KJ w punktach J,'ki K na części proporcyona|- 
ne. Skoro więc jak wiemy punkt J jest środkiem cięż- 
kości trójkąta ABC, to i punkta k i K będą także 
środkami ciężkości trójkątów abe i DEF. Poprowadź- 
my wreszcie przez punkt K prostą ZJ/ równoodległą 
od GB, i uważmy dwa trójkąty LKH i MKE. Trój- 
kąty te jako równokątne są podobne i dają: 


HK: KE = HL: ME, że zaś jest 
z wykreślenia IK: KE = 1:2, 
więc jesti HL : ME =1:2 

azad 1) ME =2HL. 


Ponieważ prosta GH dzieli boki nierównoodległe 
AC i FD trapezu ACFD na połowy, jest więc śre- 
dnio-arytmetycznie proporcyonalną między AD i CF, 
a ztąd wypada że: 
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2) 2GH =AD+CE 


Prosta KJ= GL jako równoodległe zawarte między 
równoodległemi, a ponieważ: 


GL=GH+HL, więci KI=GH+HL 
czyli 2KJ=2GH+2HL 
a wstawiając za 2 GH wartość z równania 2) jest: 
3) 2KJ=4AD+CF+2HL. 


Fig. 90. 


Lecz figura pokazuje że jest: 
JK=BN=BE— ME. 
Kładąc zaś za ME wartość z 1) jest: 
4) JK=BE—2HL. 
Dodając teraz równania 3) i 4) do siebie, będzie: 
3JK=AD+CF+2HL+BE—2HL 
_ AD+CF+BE 


3 


czyli JK 
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Sse 


Ad+cC+0B 
Że zaś jest brył. kloca abe CA B= ate(” „ua 3 


3 
a bryłowatość kloca abc FDE=abe > sd z ada? ) 
Zatóm bryłowatość kloca 
adtaD+cC+cF+LR+LE 

Ry CO ) 

„abe (4D+CF+BE) 
3 
AD+CF+BE 
3 

jest zatóm bryłowatość kloca ABCDEF = abe X JK. 
Bryłowatość więc kloca graniastosłupowego tró djkatnego czy 
prostego czy i t. dọ, co było do okazania. 


ABCDEF = abe( 
czyli ABCDEF= 


Aże JK = 


Twierdzenie. 


127. Bryłowatość kloca graniastosłupowego wielokątne- 
go, równa się iloczynowi z jego profilu przez prostą łączącą 
środki ciężkości BOA aw, albo inac: z prostą poprowa- 
dzoną przez śr kości profilu równoodlegle od krawę- 
dzi kloca a zawartą między jego podstawami. 

Założenie. Niech będzie kloc graniastosłapowy czworo- 
kątny ABC Dabed (fig. 91), mam dowieść że jego bryło- 
watość równa się iloczynowi z profilu a Ù c d' przez prostę 
Kk przechodzącą przez punkt Æ% środek ciężkości tegoż 
profilu, równoodlegle od krawędzi kloca danego i opierają- 
cą się na jego podstawach, albo przez prostę łączącą środ- 
ki ciężkości tychże podstaw. 

Dowodzenie. Aby znaleźć środki ciężkości profilu i pod- 
staw, poprowadźmy przekątne d b, DB i db a następnie 
sposobem wiadomym i wyżćj już podanym. wyznaczmy śro- 
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abd'i 
trójkąta d b'c. Poprowadź- 
my następnie przez punkta 
f il proste Ff i Hh ró- 
wnoodległe od Bb, a będzie 
F środkiem ciężkości trój- 
kąta ABD; H środkiem 
ciężkości trójkąta DBC; 
zaś f środkiem ciężkości 
trójkąta abd; h środkiem 
ciężkości trójkąta dbe. Je- 
żeli teraz połączymy pun- 
kta FiH; fir; fih 
prostemi, wyznaczy się środek ciężkości k* profilu a V e d 
z proporcyi: Uk skle = dbe: abd 
a poprowadziwszy przez znaleziony ztąd punkt &" prostą 
Kk równoodległą od Bb, będzie X środkiem ciężkości pod- 
stawy A BCD, a k środkiem ciężkości podstawy abcd. 

Przez punkt k poprowadźmy linię mn równoodległą 
od FH i uważmy dwa trójkąty fkn i mkh. Trójkąty te 
jako równokątne są podobne i dają: 

fn: mh = fk: kh 
A że jest: fk: kh = kk 


Fig. 91. 


i nadto fk: kk = d'be :abd' 
więc jesti fn: mh =dbe :abd 
i mhX dl b'c 
a ztąd 1) MOZA 


Figura pokazuje, że jest: Ff = Fu +/fn, a kładąc 
w to równanie za fn jego wartość 1) i uważając że Fn =K k 
jako równoodległe między równoodległemi, jest: 
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2) Ff = Kk+ 
Figura także pokazuje, że jest: Hh = Hm— mh, 
a kładąc Kk za Hm jest: 
3) Hh = Kk— mh 
Wiemy z poprzedzającego (ne 126), że: 
Bryłowatość kloca ABDabd=a'b'd X Ff 

a kładąc za Ff wartość 2) jest: 
Bryłow. kloca AB Dab d =a'V'd' (Kk+ 
albo wykonywająe mnożenie otrzymamy: 

4) ABDabd = ab dd XKk+mhXb'e'd 
Jest znowu (n° 126): Brył. kloca BCDbed=bcd' X Hh 
a kładąc za Hh warto: 


mhXb'e'd' 
awa ) 


) i wykonywając mnożenie jest: 
5) Brył. kloc. BCDbed=b'e'd XKk—bed'Xmh 

Dodając równanie 5) do 4) będzie: 

Br. ABDabd+ Br. BCDbed=4bd X Kk + mh x bed + bed x Kk-mh x bed 
czyli: 

Bryłow. ABCDabed =h d x Kkżbcd x Kk= Kk (aid życd') 
albo nakoniec: 

Bryłowatość kloca A BCDabcd=a'b'ec'd X Kk. 
Brylowatošć więc kloca graniastosłupowego wielokątnego ró- 
wna się it. d. co było do okazania. 

128. Uiraga I** Chcąc obliczyć bryłowatość jakiego- 
kolwiek kloca wielokątnego, jako to: pięciokątnego, sześcio- 
kątnego it. d., dosyć rozłożyć go na dwa lub więcćj kloców, 
których bryłowatość już znamy i postępować zupełnie tak 
samo jak w przypadku powyższym. 

129. Uwaga 29% Tak jak walec uważaliśmy jako gra- 
niastosłup mający za podstawę wielokąt o bardzo wielkićj 
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liczbie bardzo małych boków, tak tóż kloc waleowy, czyli 
część walca zawarta między podstawą a przecięciem nie- 
równoodległćm od podstawy, uważać można sposobem ró- 
wnie przybliżonym za kloc graniastosłupowy wielokątny 
o podstawie mającćj bardzo wielką liczbę bardzo małych 
boków; bryłowatość więc kloca walcowego równać się bę- 
dzie iloczynowi z jego profilu, czyli przecięcia prostopadłe- 
go do osi, przez tęż oś, która jest zarazem linią łączącą 
środki ciężkości podstaw kloca walcowego. 


Twierdzenie. 


130. Bryłowatość bryły utworzonćj obrotem jakiegokol- 
wiek wielokąta, około osi leżącćj na jego pla enie, równa 
się iloczynowi z profilu tój byly przez linię, którą w czasie 
obrotu przebiega środek ciężkości tegoż profilu. Bryła taka 
zowie się obrotową. 

4. Założenie. Niech 
będzie np. czworokąt 
ABCD (fig.92) le- 
żący na płaszczyznie 
ABEF, który obra- 
ca się około osi HF, 
mam dowieść, że 
bryłowatość bryły 
ABCDabed utwo- 
rzonćj obrotem tego 
4 czworokąta równa się 
iloczynowi z profilu 
ABCD przez linię 
I Kk, którą w czasie 
obrotu przebiega punkt K środek ciężkości tegoż profilu. 


Fi; 
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Dowodzenie. Odcinam na łuku Aa, łuczki Aa, a'a”, 
a'a'it.d., tak małe, żeby je można uważać za linie 
proste i przez oś KF, tudzież punkta a', a”, a”... a” 
przeprowadzam płaszczyzny. Płaszczyzny te przetną bryłę 
daną i utworzą znowu profile a bed; a” b” c” d”; 
a'b'e"d"...a"b"e"d" które przetną się znowu 
z łukiem Kk w środkach ciężkości k“ k" k“... K", a całą 
bryłę podzielą na małe bryłki jak ABCD a'b’ e'di; 
abe do a brzeż dasz ATU cd ay OWĄ 
i td. 

Ponieważ łuczki Aa”, Bb, Ce”, Dd' it. d. są 
z przypuszczenia tak małe, że uważane być mogą prawie 
za linie proste, więc każdą z tych bryłek na które się da- 
na bryła obrotowa rozdzieliła, uważać można za kloc gra- 
niastosłupowy wielokątny, a jak w obecnym razie czwo- 
rokątny. Opierając się więc na tém cośmy już powyżćj 
(ne 127) dowiedli, będziemy mieli na wyrażenie ich bry- 
łowatości następujące równania: 

Bryt. ABCDaVced=ABCDXKk' 
abed'a'b'c'd"=abc'd"Xkk'=ABCDXFk" 


„o atbre"dra"berd"=a'We'd"XK"K"=ABCDxk"k" 


a" b” c* d” abcd =at ed" Xk"k=ABCDxk"k 
które do siebie dodawszy otrzymamy: 
Bryt. ABCDabcd=ABCD (Kh + kh“ + k'k”... +k" h)=ABCDZKk 


Bryłowatość więc bryły utworzonej obrotem jakiegokolwiek 
wielokąta i t. d. eo było do okazania. 
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ROZDZIAŁ VI. 


O KULI 


131. Jeżeli obracać będziemy półkole około jego średni- 
cy i wystawimy sobie, że ono w każdćm położeniu ślad po 
sobie pozostawia, to powróciwszy do pierwotnego położenia 
półokrąg dany zakreśli powierzchnię krzywą zwaną po- 
wierzchnią kuli, a samo półkole bryłę zwaną kulą. 


Ponieważ w czasie obrotu półkola około średnicy, żaden 
punkt półokręgu nie zmienił swćj odległości od środka, więc 
wszystkie punkta powierzchni kuli są w jednakowćj odległo- 
ści od punktu wewnątrz Ruli znajdującego się. Kula 
to bryła ograniczona powierzchnią krzywą, którój ws: 


ystkie 
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punkta są równo oddalone od punktu wewnątrz tej bryły 
znajdującego śię, zwanego środkiem kuli. 

Linia prosta idąca od środka kuli do jćj powierzchni, 
nazywa się promieniem kuli. Wszystkie promienie kuli są 
sobie równe, bo wszystkie punkta powierzchni kuli są ró- 
wno oddalone od jćj środka. Linia prosta przechodząca 
przez środek kuli i opierająca się końcami swemi na po- 
wierzehni kuli, nazywa się średnicą albo osią kuli. Każda 
więc średnica czyli oś kuli składa się z dwóch promieni 
kuli. Wszystkie zatćm średnice czyli osie jednój kuli są 
sobie równe. 

182. Kule mające promienie równe, są sobie równe. 

133. Płaszczyzna mająca jeden tylko punkt wspólny 
z powierzchnią kuli i więcćj mićć nie mogąca, nazywa się 
płaszczyzną styczną. 

184. Część powierzchni kuli jak 1p. A BCD (fig. 93 
i 93°) zawarta pomiędzy okręgami dwóch kół AB DC 
od siebie równoodległemi nazywa się pasem kulistym, a ko- 
ła AB i DC jego podstawami. 

Jeżeli jedna z podstaw pasa kulistego jest styczną z po- 
wierzchnią kuli, czyli, jeżeli pas kulisty ma rzeczywiście 
jedną tylko podstawę jak np. A GBA (fig. 93 i 930), na- 
zywa się wówczas czaszką. 

185. Część kuli, np. ABC D (fig. 93-i 938), zawarta 
między dwoma kołami AB i DC od siebie równo- 
odległemi i otoczona pasem kulistym, nazywa się pniem 
albo kłocem kulistym, zawarta zaś między czaszką i jéj 
podstawą, jak np. A GBA nazywa się odcinkiem kuli. 

186. Wysokością pasa lub kloca kulistego jest prosto- 
padła spuszczona z jednćj jego podstawy na drugą, jak np. 
linia ZF (fig. 93 i 939). 


Suliitowwetrya, a 
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Twierdzenie. 


187. Każde p 

Założenie. Niech będzie kula przecięta płaszczyzną 
AB (fig. 94), mam dowieść, że powstałe ztąd przecięcie 
ACDBEF jest kołem. 

Dowodzenie. Na przecięciu tém ebieram dowolnie ile- 
kolwiek punktów, np. 4, C, D, B, KiF. Ze środka kuli 
to jest z punktu § spuszezam` 
linię SG prostopadłą na pła- 
szczyznę, ACDBEF i pun- 
kta A, C, D, B, Ei F z pun- 
ktami Si G łączę liniani pro- 
stemi. v 

Ponieważ punkta A. (, D, 
B, E i F znajdują się na po- 
wierzchni kuli, więc linie SA, 
SC, SDit.d. są sobie równe 
jako promienie kuli (ne 131); a że te linie względem linii 
SG prostopadłćj do płas y ACDBEF są pochy- 
łemi, więc ich spodki znajdować się muszą na jelhym okrę- 
gu koła, którego środkiem jest spodek prostopadłój S G 
(n° 13). Przecięcie więc ACDBEF jest kołem, a linia 
krzywa ACDBEF okręgiem tegoż koła, którego pro- 
mieniami są linie GA, GC, GDit.d. A zatém przecię- 
cie kuli i t. d. co było do ok 

Uwaga 1** Im bardzićj cięciwa oddala się od środka ko- 
ła, tém jest mniejszą, a tém samém pr: e kuli bardzićj 
oddalone od środka, jest kołem mniejszćm od przecięcia 
bardzićj do środka kuli zbliżonego. Przecięcie kuli przez 
jéj środek jest kołem największóm, i dla tego téż nazywa 
się kołem wielkićm. Każde inne przecięcie kuli nazywa się 


ięcie kuli płaszczyzną jest kolem. 


Fig. 94. 


ia. 
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kołem malém. Promień koła wielkiego jest równy promie- 
niowi kuli. Koła wielkie przecinające się z sobą, dzielą się 
wzajemnie na dwie równe części, ponieważ ich wspólne 
przecięcie przechodzi przez środek tychże kół i jest dla nich 
wspólną średnicą. 

Każde koło wielkie dzieli kulę i jéj powierzchnię na 
dwie równe części. 

Uwaga 279% Linia SG łącząca środek kuli ze środ- 
kiem koła małego ACDBEF (fig. 94) jest do płaszczy- 
zny tego koła prostopadłą, a więc nawzajem prostopadła 
do płaszczyzny koła małego, ze środka tegoż koła wypro- 
wadzona przechodzi przez środek kuli, a przedłużona do- 
statecznie, przetnie powierzchnię kuli w dwóch punktach 
i będzie osią kuli. 

188. Biegunem koła wielkiego czy małego, nazywamy 
punkt na powierzchni kuli równo oddalony od punktów 
okręgu tegoż koła. Jeżeli więc ze środka koła, będącego 
przecięciem kali, wyprowadzimy do tegoż koła prostopadłą, 
to ona przejdzie przez środek kuli i będzie osią tejże kuli 
(fig.1387 Uwaga 2*-), mającą końce równo oddalone od 
okręgu koła danego, a tém samém będące biegunami tak 
tego koła jak i wszystkich kół od niego równoodległych. 
Z tego się okazuje, każde koło ma na powierzchni kuli 
dwa bieguny, będące końcami osi kuli przechodzącćj przez 
środek tegoż koła prostopadle do jego płaszczyzny. 

Przez dwa punkta obrane na powierzchni kuli można 
zawsze przeprowadzić łuk koła wielkiego, gdyż dwa te 
obrane punkta i środek kuli, stanowią trzy punkta ozna- 
czające położenie płaszczyzny (ne 1). 

Jeżeliby dwa punkta na powierzchni kuli były obrane 
tak, iżby ze środkiem kuli leżały na jednćj linii prostćj bę- 
dącćj osią kuli, w takim razie moglibyśmy poprowadzić 
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nieskończoną liczbę kół wielkich, których okręgi przez dwa 
obrane punkta przechodzić będą. 

139. Jeżeli przez oś kuli, to jest przez linię G H (fig. 93) 
przeprowadzimy ilekolwiek kół wielkich np. GADHCB 
i GJHK, których płaszczyzny będą prostopadłe do kół 
AB i DC, to jest w ogólności do kół prostopadłych do 
osi GH (m 47), a tém samém od siebie równoodległych, 
w takim razie koła GADHCB i GJHR i t. d. zwać 
się będą południkami, a koła od siebie równoodległe jak 
np. AB, DC itd. równoleżnikami, 6 


140. Przeciąwszy kulę przez jő środek (fig. 93) pla- 
szezyzną równoodległą od AB lub DC, otrzymamy koło 
wielkie Z M. Ponieważ płaszczyzny południków są, podług 
poprzedzającego, prostopadłe do płaszczyzny równoleżni- 
ków, są przeto prostopadłe do płaszczyzny koła wielkiego 


LM, a więc wspólne przecięcie się południków czyli linia 
GH jest również prostopadłą do płaszczyzny koła LM 
ins 52), czyli prostopadła do linii L M i JK (ne7) kąty 
więc GSL, GSJ, GSM, GSK it. d. są proste; a że 
one mają za miary łuki GŁ. GJ, GM, GK i ted, prze- 
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to łuki te są ćwiartkami a więc mają po 90”. Punkta za- 
tém Gi H od okręgu koła LM, czyli bieguny od okręgu 
koła wielkiego są odległe o 90°, 

141. Ponieważ płaszczyzny południków są prostopadłe 
do płaszczyzn równoleżników, więc i łuki tych pierwszych, 
są do drugich prostopadłe. Na mocy tego nastręcza się ła- 
twy sposób oznaczania na powierzchni kuli, biegunów koła · 
danego; dosyć bowiem z dwóch punktów okręgu koła da- 
nego, wyprowadzić dwa łuki kół wielkich do niego prosto- 
padłe, a wspólne przecięcia się tych łuków oznaczą szuka- 
ne bieguny. Gdy koło dane jest kołem wielkićm, to dla 
znalezienia jego biegunów, dosyć jest poprowadzić jeden 
łuk koła wielkiego do niego prostopadły i na nim tak po 
jednćj jak i drugićj stronie koła danego odciąć po 907. 

Odwrotnie, gdyby na powierzchni kuli był oznaczony 
biegun koła wielkiego, a szło o nakreślenie okręgu tegoż 
koła, w takim razie z danego bieguna, otwartością cyrkla 
równą cięciwie 90°, nakreśliwszy na powierzchni kuli okrąg 
koła, okrąg ten będzie szukanym okręgiem koła wielkiego. 

Do kreślenia okręgów na powierzchni kuli używa się 
cyrkli zwanych kulistemi, za pomocą których, można za- 
kreślać koła na powierzchni kuli, równie łatwo, jak cyrkla- 
mi zwyczajnemi na płaszczyznie, 

142. Wycinek koła wielkiego kuli, obracając się około 
jednego ze swych boków, tworzy bryłę zwaną ostrokręgiem 
albo wycinkiem kulistym. Tak np. wycinek NSH (fig. 93 
i 93%), przez obrót około boku SH tworzy ostrokrąg 
kulisty SNHO. 

Każdy ostrokrąg kulisty jak np. § NHO, składa się 
z odcinka kuli NATO N i z ostrokręgu zwyczajnego N SO. 

143. Część powierzchni kuli HDAGJH (fig. 93), 
zawarta pomiędzy dwoma południkami HDAGi HJG 
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nazywa się taśmą. Półokręgi HDAG i HJG ogra- 
niczające taśmę nazywają się bokami taśmy. Bryła 
GSHLDAGJH będąca częścią kuli a zawarta pomię- 
dzy dwoma płaszczyznami południków, to jest pomiędzy 
płaszczyzną G SH L DA i płaszczyzną GSHJ a taśmą 
HLDAGJH nazywa się klinem kulistym. 
144. Część powierzchni kuli (fig. 95) jak np. ABC, 
zawarta pomiędzy trzema łukami kół wielkich nazywa się 
trójkątem kulistym. Łuki AB, BC 
g i AC ograniczające trójkąt kulisty 
nazywają się jego bokami. 
Przypuszcza się, że każdy z bo- 
ków trójkąta kulistego jest zawsze 
mniejszy od pół okręgu koła. Kąty 
© zawarte pomiędzy płaszczyznami na 
których leżą boki trójkąta kulistego, 
są katami tegoż trójkąta. 


Trójkąt kulisty może być równoboczny, równoramien- 
ny i różnoboczny, podobnie jak trójkąt prostokreślny. 

145. Wielokąt kulisty DEFGH (fig. 96) jest to 
część powierzchni kuli zawarta pomiędzy iląkolwiek łu- 
kami kół wielkich. 

Nadmiar trzech kątów trójkąta 
kulistego nad dwa kąty proste, lub 
kątów wielokąta kulistego nad dwa 
kąty proste te tyle razy ile 
wielokąt ma boków mnićj dwa, na- 


zywa się przepelnieniem kulistóm. 
I tak np, jeżeli jeden kąt trój 
kąta kulistego ma 80°, drugi $ 
trzeci 86°, czyli wszystkie trzy 
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ważą 259°, przepełnieniem więc kulistćm będzie w tym 
razie nadmiar 259” nad 1807, czyli 259—180" to jest 79". 

Podobnież, jeżeli wszystkie kąty pięciokąta kulistego 
ważą razem 629”, 16 i 23”, to przepełnieniem kulistóm 
będzie wówczas, nadmiar 629°, 16, 23” nad 180° wzięte 
razy (5— 2), i będzie 629°, 16, 23”— 180° X 3 = 
629°, 1u', 23”—540° tojest 89°, 16°, 23”. 


146. Bryła mająca za podstawę jakikolwiek wiclokąt 
kulisty a za ściany płaszczyzny oparte na bokach tegoż 
wielokąta i schodzące się w środku kuli, nazywa się ostro- 
słupem kulistym, który podobnie jak ostrosłup zwyczajny, 
przybiera nazwisko od ilości boków podstawy. 


147. Dwa trójkąty kuliste mające katy i boki odpo- 
wiednie równe, lecz w prost przeciwnym kierunku ułożo- 
ne, nazywają się symetrycznemi. 


Twierdzenie. 


148. Kat który tworzą luki dwóch kół wielkich przeci- 
nających się z sobą, jest równy kątowi zawartemu pomiędzy 
znemi, do tych dwóch luków z ich wspólnego przecięci 
się wyprowi adzonemi. Kąt ten ma za miarę luk: zakreślony 
z jego wierzchołka promieniem równym cięciwie 90°. 

Założenie. Niech będą dwa łuki kół wielkich A GBD 
i AHCD (fig. 97) przecinające się z sobą; mam dowieść, 
że kąt pomiędzy temi łukami zawarty, będzie równy ką- 
towi zawartemu pomiędzy stycznemi do tych dwóch łu- 
ków zich wspólnego przecięcia się, to jest z punktu A 
wyprowadzonemi i będzie miał za miarę łuk BC, z pun- 
ktu A jako z bieguna nakreślony a między łukami A GB D 
i AHCD zawarty. 
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Dowodzenie. Prowadzę z punktu A proste AE i AF 
styczne do łuków AGBD i AHCD. Linia AE styczna 
do łuku A G BD jest prostopadłą do promienia A S i leży 
z łukiem AGBD na jednćj pła- 
szczyznie; dla podobnćj przyczyny li- 
nia AF jest również prostopadłą do 
promienia AS i leży z łukiem 
AHCD na jednćj płaszczyznie. Kąt 
więc EAF jest odpowiedni dwój- 
ściennemu pomiędzy płaszczyznami 
AGBDAi AHCDA (m40), aza- 
tém równy kątowi G AH. Z punktu 
A jako z bieguna, zakreślmy ćwiartką 
łuk BC; łuk ten będzie miarą kąta GAH, bo łuki Ab 
i AC są z wykreślenia ćwiartkami, kąty więc ASB 
iASC są proste; linie zatćm SB i SC są prostopadłe 
do linii A S a tém samém równoodległe od stycznych A /7 
i AF z wykreślenia do linii A S prostopadłych; kąt prze- 
to EAF, równy z poprzedniego kątowi G AH, jest także 
równy kątowi BSC (ne 33). Lecz kąt BSC, jako mający 
wierzchołek w środku koła nakreślić się mogącego pro- 
mieniem SB lub SC ma za miarę cały łuk BC, więc 
téż i jemu równy kąt GAH mićć musi za miarę łuk 
BC z punktu A jako z bieguna między przedłużonemi 
jego ramionami AG i AH nakreślony. Czyli kąt który 
tworzą łuki dwóch kół wielkich przecinających się z so- 
bą it. d. co było do okazania. 


Fig. 97. 


149. Wniosek [** Kąty kuliste przyległe ABD 
i DBC (fig. 98) ważą dwa kąty proste, bo jeden i drugi 
są równe kątom odpowiednim dwójściennym zawartym 
pomiędzy płaszczyznami ABCF i BDF. 
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Dła podobnćj przyczyny, 
kąty kuliste wierzchołkiem prze- 
ciwiegłe ABDi EBC(fig.98) 
są sobie równe, bo jeden i dru- 
gi są tukże równe kątom od- 
powiednim  dwójściennym za- 
wartym pomiędzy płaszczyzna- 
mi ABCF i DBEF,. 

150. Wniosek 2% Każdy kąt 
trójkąta kulistego, mierzyć się 
daje łukiem koła wIJksGO, zakreślonym z wierzchołka kąta 
danego, jako z bieguna, i zawartym między jego ramionami. 
zasadzie na powierzchni kuli, tak samo jak na 
Ś y kuliste, równe kątowi 


nic, można kr 


płaszczy 
danemu. 


Twierdzenie. 


151. W trójkącie kulistym summa dwóch którychkolwiek 
Jego boków, jest większą od boku trzeciego. 

Założenie. Niech będzie trójkąt kulisty A B C (fig. 99), 
mam dowieść, że summa dwóch jego boków np. AB i BO 
jest większą od trzeciego boku A C. 

Dowodzenie. Niech punkt ;S będzie środkiem kuli, na 
powierzchni któréj znajduje się trójkąt kulisty A BC. Po- 
łączywszy wierzchołki trójkąta da- 
nego, to jest punkta A, B i C z pun- 
ktem § prostemi AS, BS i CS 
i wyobraziwszy sobie przez te pro- 
ste przeprowadzone płaszczyzny, to 
one utworzą kąt trójścienny mający 
wierzchołek w środku kuli, « ogra= 
niczony kątami płaskiemi: ASB, 
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ASC i BSC, które mają za miary łuki AB, AC i BC 
będące właśnie bokami danego trójkąta kulistego. A że 
w kącie trójściennym summa dwóch którychkolwiek kątów 
płaskich jest większą od trzeciego (n° 56), zatóm i summa 
miar tych kątów czyli dwóch boków w trójkącie kulistym jest 
iększą od trzeciego co było do okazania. 


Twierdzenie. 


152. Najkrótszą odległością dwóch punktów na po- 
wierzchni kuli jest łuk mniejszy kota wielkiego, też pun- 
kta łączący. 

Założenie. Niech będą obrane na powierzchni kuli dwa 
punkta A i Z: (fig. 100), mam okazać, że najkrótszą mię- 
dzy niemi odległością jest łuk mniejszy koła wielkiego, np. 
łuk ADB też dwa punkta łączący. 

Dowodzenie. Gdyby łuk AD B nie był najkrótszą od- 
ległością punktów A i B, to przypuśćmy że najkrótsza od- 

ległość tych dwóch punktów przechodziłaby 

A przez punkt © leżący zewnątrz łuku AD B. 
Przez punkt C i punkta A i B przepro- 

wadzam łuki kół wielkich, to jest łuki AC 

gi BC inałuku AD Bodeinam luk BD =B C. 

C Z przypuszczenia jest AC + CB <AD B; 
odjąwszy w téj nierówności z jednéj strony. 

CB a z drugiej B D, pozostać powinno 

2 AC<AD. Lecz w trójkącie AC B jest 

Fis. 10 ë 4C4+CRB>ADB (w151), a że z wykre- 
ślenia CB = BD, zatém pozostaje AC>AD, co się 
sprzeciwia poprzedniemu, gdzie było A C < AD. Szukana 
więc najkrótsza odległość nie mogąc przechodzić przez ji 
kikolwiek punkt zewnątrz łuku ADB leżący. musi iść 


T 
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tym łuku, a ztąd najkrótsza odległość dwóch punktów na 
powierzchni kuli i t. d. co było do okazania. 


Twierdzenie. 


158. Summa boków trójkąta kulistego jest mniejszą od 
okręgu koła wielkiego czyli od czterech kątów prostych. 

Założenie. Niech będzie trójkąt kulisty A B C (fig. 99), 
mam dowieść, że summa trzech jego boków A B+B C+A C 
jest mniejszą od okręgu koła wielkiego, czyli od czterech 
kątów prostych. 

Dowodzenie. Połączmy wierzchołki danego trójkąta to 
jest punkta 4, B i C z punktem S jako ze środkiem kuli 
prostemi A S, BS i CS i wyobraź- 
my sobie przez te proste przepro- 
wadzone płaszczyzny. Utworzony 
ztąd kąt trójścienny, będzie ogra- 
niczony kątami płaskiemi ASB, 
bSCiASQ, których miarami 
będą łuki AŻ, BC i AC, to jest 
boki danego trójkąta kulistego. 
A że summa kątów płaskich 
ASB+BSC+ASC jest mniejszą od czterech kątów 
prostych (ne 58), więc tóż i summa ich miar to jest łuków 
AB +BO+ AC jest mniejszą od okręgu koła wiclkie- 
go czyli od czterech kątów prostych. Summa więc boków 
trójkąta kulistego jest mniejszą i t. d. co było do okazania. 


Fig. 99. 


Uwaga. Zupełnie tak samo dowieśćby można, że sum- 
ma boków wielokąta kulistego jest także mniejszą od okrę- 
gu koła wielkiego czyli od czterech kątów prostych. Boki 
albowiem wielokąta kulistego są miarami kątów płaskich 
ograniczających kąt bryłowy ostrosłupa kulistego, mają- 
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cego za podstawę dany wielokąt kulisty. A że summa ką- 
tów płaskich ograniczających kąt bryłowy jest mniejszą od 
okręgu koła czyli od czterech kątów prostych (ne 58), 
więc i summa miar tych kątów czyli boków wielokąta ku- 
Jistego jest mniejszą od okręgu koła wielkiego czyli od 
czterech kątów prostych. 


Twierdzenie. 


154. Jeżeli na powierzchni kuli, z wierzchołków danego 
trójkąta kulistego jako z biegunów, zakveślimy łuki kół íviel- 


kich, to one utworzą nowy trójkąt kulisty, którego wierzchoł- 


ki będą biegunami boków trójkąta danego. 

Założenie. Jeżeli z wierzchołków trójkąta ABC 
(fig. 101) to jest z punktów A, B i C, jako z biegunów, 
zakreślimy ćwiartkami, łuki ZF, FD i DE, to one jako 
łuki kół wielkich (n» 140), ograniczą trójkąt kulisty D £ F, 
którego wierzchołki D, Æ i F będą biegunami łuków B C, 
AC i AB, to jest boków danego trójkąta kulistego. 

Dowodzenie. Ponieważ punkt B. jest z wykreślenia 
biegunem łuku D F, jest więc odległość D B równa ćwiart- 
ce. Ponieważ znowu punkt C 
jest również z wykreślenia, bie- 
gunem luku DÆ, odległość więc 
DO jest także ćwiartką, a ztąd 
punkt D będąc od punktów 2 
V iQ czyli od całego łuku BC 
odległy o ćwiartkę, jest tegoż 
|płuku biegunem (n° 140). 

Tak samo dowieść można, 

że punkt Z jest biegunem tu- 


Fig. 101 
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ku AC, a punkt F biegunóm łuku AH. Czyli, jeżeli 
z wierzchołków danego trójkąta kulistego, jako z biegunów 
zakreślimy i t. d. co było do okazania. 

Trójkąty takie jak A BC i DEF, gdzie wierzchołki 
jednego są biegunami boków drugiego i wzajemnie, na 
wają się trójkątami biegunoweni, albo jak się to poniżćj 
okaże trójkątami spełniającemi. 


Twierdzenie. 


155. Każdy kąt w trójkącie kulistym ma za miarę pół 
okręgu koła wielkiego, mnićj bokiem odpowiednim trójkąta 
biegunowego. 

Założenie. Niech będą trójkąty biegunowe ABC 
i DEF (fig. 101), mam dowieść, że miarą kąta A, w trój- 
kącie A BC, jest pół okręgu koła wielkiego, mnićj łukiem 
EF, tojest bokiem odpowiednim trójkąta biegunowego 
D EF; albo nawzajem, że miarą kąta D, w trójkącie D Æ F, 
jest pół okręgu koła wielkiego, mnićj łukiem B C, to jest 
bokiem odpowiednim trójkąta biegunowego A 3 C. 

Dowodzenie. Przedłużam boki trójkąta A B C do prze- 
cięcia się z bokami trójkąta DEF w punktach G, H, J, 
K, L, M, i uważam: 

Co do pierwszego. Punkt A jest biegunem łuku EF, 
zatém kąt A ma za miarę łuk G J (n° 148). Lecz punkt 
E jest biegunem łuku ZH, więc łuk EH równy ćwiartce 
koła wielkiego (n° 140). Podobnież punkt F jest biegu- 
nem łuku G K, więc łuk GF jest ćwiartką koła wielkie- 
go. A zatóm: 


1) EH + GE = pół okręgowi koła wielkiego; lecz 
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LG+GH=EH 

HF+ GH=GF, zatćm dodając do siebie te dwa 
ostatnie równania, będzie: 

2) EG+GH+HF+GH=FEH+GF. 

Z figury się okazuje, że EG+GI+HF=EF; 

wstawiwszy tę wartość w równanie 2), będzie: 
EF+GH =EH+GF. Ażeze zrównania 1): 
HH + GF = pół okręgowi koła wielkiego, więc jest 
EF + GH = pół okręgowi koła wielkiego, a z tąd: 
GH = pół okr. koła wielk. — ZF, 

Kąt więc A, jako mający za 
miarę łuk (GH, ma tém samém 
za miarę pół okręgu koła wiel- 
kiego mnićj łukiem ZP, to 
jest bokiem odpowiednim trójką- 
ta biegunowego DEF. 

Co do drugiego. Punkt D 
F jest biegunem łuku MJ, zatóm 

kąt D ma za miarę łuk MJ 

Bera, (n 148). Lecz łuki MC i BJ 

są ćwiartkami, bo punkt C jest biegunem łuku DME 
a punkt B biegunem łuku DJF. Jest zatém: 

1) MC+ BJ = pół okr. koła wielk. Lecz: 


MB+BC= MC 
CJ + BC = BJ, dodawszy te dwa ostatnie równania, 
będzie: MB+BC+CJ+BC = MC+BJ 
żezaś MB+BC+CJ = MJ 
zatém MJ+BC = MC+BJ. 
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Lecz jak się wyżćj 1) okazało: 
MC + BJ = pół okręgu koła wielkiego, 
jest więc MJ + BC = pół okręgu koła wielkiego, 
a ztąd: MJ = pół okręgu koła wielkiego — B C. 


Czyli że kąt D, jako mający za miarę łuk 1/J, ma tém 
samóm za miarę pół okręgu koła wielkiego mnićj łu- 
kiem BC, to jest bokiem odpowiednim trójkąta bieguno- 
wego ABC. 

Dla kątów B, Z, C i F służy zupełnie ten sam do- 
wód. Każdy więc kąt w trójkącie kulistym ma za miarę i t.d. 
co było do okazania. 


156. Wniosek 1” Summa trzech kątów trójkąta kuli- 
stego, jest mniejszą od sześciu a większą od dwóch kątów 
prostych. Jest mniejszą od sześciu kątów prostych, bo każ- 
dy kąt trójkąta kulistego waży mnićj niż pół okręgu koła, 
a więc wszystkie trzy kąty ważyć będą mnićj niż trzy pół- 
okręgi koła, to jest mnićj jak sześć kątów prostych. Jest 
zaś większą od dwóch kątów prostych, bo każdy kąt trój- 
kąta kulistego ma za miarę pół okręgu koła, mnićj bokiem 
trójkąta biegunowego; wszystkie więc trzy kąty ważą trzy 
półokręgi koła, to jest sześć kątów prostych mnićj trzema 
bokami trójkąta biegunowego. A że trzy boki trójkąta bic- 
gunowego, jako zawsze trójkąta kulistego, ważą mnićj niż 
cztery kąty proste (n» 153), więc summa trzech kątów 
trójkąta kulistego waży sześć kątów prostych, mni É 
mniejszą od czterech kątów prostych, czyli waży więcćj 
niż dwa kąty proste. 


Wartość zatém trzech kątów trójkąta kulistego nie jest 
ilością stałą, jak w trójkątach prostokreślnych; lecz zmien- 
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ną zawartą w granicach od dwóch do sześciu kątów pro- 
stych i niemogącą równać się żadnćj z tych granie. Wypa- 
da ztąd, że trójkąty kuliste mogą być nie tylko jedno-pro- 
stokątne lub jedno-rozwartokątne jak trójkąty prostokreślne, 
ale mogą być także dwu-prostokątne lub dwu-rozwartokątne, 
lub wreszcie trzy-prostokątne lub trzy-rozwartokątne. 


157. Wniosek 2* W trójka- 
cie dwu „prostokątnym 4 ABC (fig. 
102), prz się dwóch boków 
AB i BC prostopadłych do bo- 
ku trzeciego AC, czyli punkt B, 


jest biegunem tegoż boku AC 
„ (no 141), a tém samém łuki AB 
Fig. 102. i BC mają po ćwiartce, 


158. Wniosek 3% Poprowadziwszy dwa południki 
ACBDiCEDF (fig. 108) do siebie prostopadłe, tu- 
dzież koło wielkie A ZBF 
prostopadłe do płaszczyzn tych- 
że południków, to cała po- 
wierzchnia kuli podzieli się na 
ośm równych części, z których 
Ê każda jak np. ACE, CEB, 
BED it. d. jest trójkątem 
kulistym trzy-prostokątnym; za- 
at kulisty trzy-prosto- 


tém 
kątny jest ósmą c 
chni kuli. 


eścią powierz. 


W trójkącie kulistym trzy-prostokątnym wierzchołek 
każdego kąta jest biegunem boku jemu przeciwległego, 
a tóm samóm każdy bok tego trójkąta jest ćwiartką. 
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159. Wniosek 4% W trójkącie kulistym A B C (fig.101), 
jest (n° 155): 

Kąt 4=180— EF czyli A + EF=180" 
*B=180—DF „ *'B+DF=180* 
C=180 -DE „ C+DE=180 

w trójkącie kulistym DÆF jest podobnież: 
Kąt D=1800—BC czyli D+BC=1800 
E=180- AC „ E+AC=180 
F=180—AB „ F+4AB=180 


A ztąd widzimy, że w -trój- 
kątach biegunowych, kąty tró 
kąta kulistego z odpowiedniemi 
bokami trójkąta biegunowego 
Y spełniają się do 180° czyli da 
dwóch kątów prostych. Z téj 
Ato przyczyny trójkąty bieguno- 
azywają się inaczćj trójką 

Fig. 101. tami spelniającemi. 

160. Ponieważ trójkąty kuliste na powierzchni jednój 
kuli lub kul sobie równych nakreślone, dają się jeden na 
drugi przenosić, tak samo jak trójkąty prostokreślne; ponie- 
waż dalćj, boki trójkąta kulistego są miarami kątów pła- 
skich kąta trójściennego mającego wierzchołek w środku 
kuli a za podstawę tenże trójkąt kulisty, nadto i kąty trój- 
kąta kulistego są kątami odpowiedniemi dwójściennym te- 
goż kąta trójściennego: więc wszystkie twierdzenia o trój- 
kątach prostokreślnych i o kątach trójściennych stosują się 
w zupełności do trójkątów kulistych. Trójkąty zatém kuli- 
ste położone na jednój kuli lub na kulach sobie równych, 
są sobie równe: 


Soliddometrya. ż 
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a) Kiedy mają po dwa boki równe i po kącie między 
niemi zawartym równym. 

b) Kiedy mają po jednym boku i po dwa kąty przy nim 
leżące równe. 

c) Kiedy mają po trzy boki odpowiednie równe i t. d. 

Następnie, że np. w trójkącie kulistym: 
d) Summa boków obejmujących jest większą od objętych. 
e) Naprzeciwko kątów równych leżą boki równe i t. d. 


Wszystkie te i tym podobne twierdzenia dowodzić mo- 
żna albo tak samo jak w trójkątach prostokreślnych, albo 
tóż za pomocą kątów trójściennych mających wierzchołki 
w środku kuli lub kul sobie równych, a za podstawy trój- 
kąty kuliste. Dowodzenia więc te opuszczają się jako pro- 
ste powtarzanie rzeczy już znanych. 


Twierdzenie. 


161. Dwa trójkąty kuliste na powierzchni jednój kuli 
lub dwóch kul równych leżące a mające po trzy kąty odpo- 
wiednie równe, mają i boki odpowiednie równe, a tóm sa- 
mém są sobie równe. 

Założenie. Niech będą dwa trójkąty kuliste ABC 
i abe (fig. 104) na powierzchniach kul równych nakre- 
slone, w których zakładam, że kąt A=a, kąt B=b 
i kąt (=c; mam dowieść, że będzie bok A 3 =ab, hok 
BC=bc i bok AC=ac, czyli, że trójkąt AB C=abc. 

Dowodzenie. Kreślę trójkąty DEF i def spełniające 
się z danemi trójkątami ABC i abc. 

Ponieważ trójkąty A BC i abc mają z założenia kąty 
odpowiednie równe, więc i spełnienia tych kątów czyli 
boki trójkątów spełniających DEF i def są sobie ró- 
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Fig. 104. 


wne (n° 159). Jest więc DE=de, EF=ef i DF=df 
a tém samém trójkąty kuliste D ZF i def mając po trzy 
boki równe są sobie równe (ne 1607), zatćm mają i kąty 
odpowiednie równe. Jest więc kąt D=d, kąt E=e 
ikąt F=f. Skoro trójkąty DZE i def mają po trzy 
kąty odpowiednie równe, to i spełnienia tych kątów czyli 
boki trójkątów ABC i abc są sobie równe. Trójkąty 
więc ABC iabe mając teraz po trzy boki odpowiednie 
równe są sobie równe (ns 160°). A zatóm dwa trójkąty ku- 
liste na powierzchni jednej kuli lub kul równych leżące i t.d. 
co było do okazania. 


Uwaga. Twierdzenie to nie miało miejsca w trójką- 
tach prostokreślnych, w których za równością kątów idzie 
tylko proporcyonalność boków a nie koniecznie ich ró- 
wność. Dostateczne jednak zastanowienie się pokaże nam, 
że mimo to w twierdzeniach tych zachodzi pewien związek, 
albowiem w tém jak i we wszystkich innych twierdzeniach, 
przypuszczamy trójkąty kuliste nakreślone na powierzchni 
jednój kuli lub kul sobie równych. Trójkąty więc kuliste 
mające po trzy kąty równe, mają rzeczywiście boki odpo- 
wiednie proporcyonalne, które jako łuki kół wielkich mając 
się do siebie jak ich promienie, są sobie równe. 
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Gdyby trójkąty kuliste mające kąty odpowiednie równe, 
nakreślone były na kulach nierównćj wielkości, w takim 
razie trójkąty byłyby sobie tylko podobne a nie równe, 
i boki ich odpowiednie miałyby się do siebie jak promienie 
kul, na których te trójkąty nakreślone zostały. 


Twierdzenie. 


162. Dwa trójkąty kuliste symetryczne są sobie równe 
co do powierzchni. 

Założenie. Niech będą dwa trójkąty kuliste i symetry- 
czne ABC i abe (fig. 105), mam dowieść że są sobie ró- 
wne co do powierzchni. 

„Dowodzenie. Wyobraźmy sobie, że przez trzy punkta 
A, B i C przeprowadzoną jest płaszczyzna, którćj prze- 
cięcie się z kulą bę- 
dzie kołem małóm. 
Niech punkt D bę- 
dzie biegunem te- 
go koła leżącym po 
stronie 
środka. Przez punkt 
D i punkta A, B 
i € przeprowadzam 

Fig. 105 łuki kół wielkich to 
jest łuki DA, D B i D C; które, jako odległości okręgu koła 
od bieguna są sobie równe (n° 138), i jest DA= DB=DC. 

Przy łuku cb i przy punkcie b kreślę kąt cbd=CBD 
i robię łuk bd=BD, nadto przez punkta d i e tudzież 
dia przeprowadzam łuki kół wielkich, to jest łuki de i da. 
Uważam następnie dwa trójkąty kuliste B C D i bed, które 
mają bok B C=be z założenia (u 147), bok B D=bd i kąt 
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CB D=cbd z wykreślenia, więc są sobie równe (n» 160"). 
Nadto trójkąt BCD jest równoramienny, bo DB =D C, 
zatém i trójkąt bed jest także równoramienny, i ma bok 
db=dc. Dwa więc te trójkąty, z przyczyny że są równora- 
mienne, tak obrócone być mogą, że do siebie przystaną. 

Dla podobnćj przyczyny, trójkąt D B A=dba, bo jest 
bok DB=db z wykreślenia, bok A BŻ=ab z założenia 
i kąt DB A=dba. Cały bowiem kąt A BC=abc z za- 
łożenia (ns 147), że zaś DBC=dbc z wykreślenia, więc 
i reszty są sobie równe, to jest kąt DB A=dba. Nadto 
trójkąty te są równoramienne, jest więc db =da, bo z wy- 
kreślenia DB=DA. 

Nakoniec tak samo dowieśćby można, że trójkąty D A C 
i dac mając po dwa boki równe i po kącie między niemi 
zawartym równym, są sobie równe i że są równoramienne. 


Z figury się okazuje, że czworokąt kulisty A B CD = 
ABC + ACD albo równy ABD + DBC, z czego wy- 
pada, że: 

ABC+ACD=ABD+ DBC 

a ztąd: 

1) ABC=ABD+DBC—ACD 

Podobnież czworokąt kulisty abed = abc + acd albo 
równy abd-+dbe, zkąd: 

abe +acd = abd +dbce 

z czego znowu: 

2) abe = abd +dbc—acd. 

W równaniach 1) i 2) drugie strony są sobie równe, 
bo ABD=abd, DBC=dbec i ACD=acd z do- 
wiedzenia, więc i pierwsze są także równe. Jest więc trój- 
kąt ABC=abc. Zatóm dwa tójkąty kuliste symetryczne 
i td. eo było do okazania. 
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Twierdzenie. 

163. Powierzchnia kuli równa się iloczynowi z okręgu 
koła wielkiego przez oś, albo tćż powierzchni czterech kół 
wielkich. 

Założenie. Niech będzie kula S (fig. 106), mam dowieść, 
że jéj powierzchnia równa się iloczynowi z okręgu koła 
wielkiego przez oś C D, albo że jest równą powierzchni 
czterech kół wielkich. 

Dowodzenie. Kulę uważamy jako utworzoną przez obrót 
półkola około swojćj średnicy (ne 131), a że półkole mo- 
żna uważać jako pół wielokąta 
foremnego o bardzo wielkićj licz- 
bie bardzo małych boków, więc 
kulę można uważać także jako 
utworzoną przez obrót półowy 
wielokąta foremnego o bardzo 
wielkićj liczbie bardzo małych 
boków, z których każdy, w cza- 
sie obrotu utworzy powierzchnię 
boczną kloca ostrokręgowego. 
Tym sposobem powierzchnię kuli uważać można jako zło- 
żoną z samych powierzchni bocznych, nieskończenie pła- 
skich, kloców ostrokręgowych. Chciawszy więc d po- 
wierzchni kuli, potrzeba dojść powierzchni bocznćj każdego 
z tych kloców, a ich summa wskaże powierzchnię danćj kuli. 

Niech AB oznacza część półokręgu koła CAB D, 
którą z bardzo małóm uchybieniem uważać możemy za li- 
nię prostą i podzielmy ją w punkcie (7 na:dwie równe czę- 
ści. Z punktów A, G i B prowadzę linie AŻ, GHi BF 
prostopadłe do średnicy C D. Linie więc AE i BF będą 


Fig. 106. 
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promieniami kół służących za podstawy jednemu z owych 
nieskończenie płaskich kloców ostrokrężnych, a linia G H bę- 
dzie promieniem koła przechodzącego przez środek tworzą- 
céj tego kloca ostrokrężnego równoodlegle od jego podstaw. 
Nadto z punktu A spuszczam linię A J prostopadłą do 3 F, 
a więc i do GH, i uważam dwa trójkąty AJB i GHS, 
które mają bok AJ prostopadły do GH z wykreślenia, 
bo BJ prostopadły do HS, bo z wykreślenia BF prosto- 
padłe do HS i nakoniec bok AB prostopadły do GS, bo 
GS jest to promień przechodzący z wykreślenia przez 
środek boku A B. Zatóm dwa te trójkąty mając boki do 
siebie prostopadłe, są sobie podobne i mają boki odpowie- 
dnie proporcyonalne; będzie się więc miało: AB : AJ, 
aże AJ= EF, zatóm: 


AB:EF=G 


GH 


Wiadomo, że okręgi kół mają się do siebie jak promie- 
nie, ma się przeto: 
Okr. GS : Okr. GH = GS: GH 
W tych dwóch proporcyach drugie stosunki są sobie 
równe, więc i pierwsze stanowić będą proporcyę, czyli 
będzie: 
AB:EF = Okr. GS : Okr. GH, aztąd: 
AB x Okr. GH = Okr. GS X EF 
Lecz A B X Okr. GH oznacza powierzchnię boczną klo- 
ca ostrokrężnego nieskończenie płaskiego, którego tworzą- 
cą jest AB (ns 119). Zatém widzimy, że powierzchnia 
boczna jednego z owych nieskończenie płaskich kloców 


ostrokręgowych, składających powierzchuię kuli, równa 
się iloczynowi z Okr. G S, to jest z okręgu koła wielkiego. 
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przez EF, to jest przez cząstkę osi kuli będącą wysoko- 
ścią tegoż kloca ostrokręgowego. 

Podobnież dowiedlibyśmy o powierzchni każdego inne- 
go z takich kloców ostrokrężnych, że się równa iloczynowi 
z okręgu koła wielkiego przez odpowiednią cząstkę osi kuli 
stanowiącą jego wysokość. Żeby więc mićć powierzchnię 
danćj kuli, potrzeba te wszystkie iloczyny dodać do siebie, 
a zważywszy że one mają czynnik wspólny, dosyć będzie 
ten wspólny czynnik: to jest okrąg koła wielkiego pomno- 
żyć przez summę pozostałych czynników, to jest przez 
summę cząstek osi, składających całą oś kuli. A zatém po- 
wierzchnia kuli równa się okręgowi koła wielkiego i t.d. co 
było do okazania. 

Nazwawszy promień kuli przez 7, to okrąg koła wielkie- 
go będzie równy 2 JT r, a oś kuli równa 2 r, powierzchnia 
zaś kuli jako równa okręgowi koła wielkiego rozmnożo- 
nemu przez oś kuli, będzie równa 2 Tr X 2r = 43Er*. 
A że JUr* oznacza powierzchnię koła wielkiego, zatóm 
powierzchnia kuli jako równa 430 r*, równa się powierz= 
chni czterech kół wielkich. 


Uwaga. Przez obrót około średnicy połowy wielokąta 
foremnego o bardzo wielkićj liczbie bardzo małych boków, 
widzieliśmy utworzoną bryłę, którą z małóm uchybieniem 
za kulę uważać można, a która jest ograniczoną powierz- 
chniami bocznemi nieskończenie płaskich kloców ostrokrę- 
żnych; przy biegunach zaś dwoma powierzchniami ostro- 
krężnemi, jeżeli wielokąt tworzący jest o parzystćj liczbie 
boków. 

Przy dochodzeniu powierzchni tćj bryły, okazaliśmy 
czemu się równa powierzchnia boczna każdego ze składa- 
jących ją kloców ostrokręgowych, nie wspominając nic 
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o dwóch powierzchniach ostrokręgowych przy samych bie- 
gunach będących, a to dla tego, że powierzchnię ostrokrę- 
żną uważać można jako powierzchnię boczną kloca ostro- 
kręgowego, którego jedna podstawa jest rzeczywistą a dru- 
ga równą zeru. 

I tak np. powierzchnia boczna kloca ostrokręgowego ró- 
wna się iloczynowi z tworzącćj przez okrąg koła, przecho- 
dzący przez środek tejże tworzącćj, równoodlegle od pod- 
staw (no 119). Tak samo, biorąc powierzchnię ostrokrężną 
za powierzchnię kloca ostrokręgowego, będzie powierzchnia 
boczna ostrokręgu równa ilcezynowi z tworzącćj przez 
okrąg koła równoodległego od podstawy i przechodzącego 
przez środek tejże tworzącćj; lecz okrąg ten równa się po- 
łowie okręgu podstawy, bo okręgi kół mają się do siebie 
jak promienie, zatém powierzchnia boczna ostrokręgu równa 
iloczynowi z tworzącćj przez półowę okręgu podstawy, 
czyli całemu okręgowi podstawy przez półowę tworzącćj, 
jak to już i powyżćj (n» 102) okazaliśmy. Dla téj to wła- 
śnie przyczyny, powierzchnię kuli uważaliśmy jako złożoną 
z samych powierzchni bocznych kloców ostrokręgowych. 


164. Wniosek 1 Dla dojścia całćj powierzchni kuli 
dodawaliśmy powierzchnie boczne wszystkich kloców ostro- 
kręgowych ją składających. Lecz gdybyśmy zamiast doda- 
nia wszystkich, dodali ich tylko pewną liczbę, otrzymali- 
byśmy część powierzchni kuli zwaną pasem kulistym. Ztąd 
powierzchnia pasa kulistego równa się iloczynowi z okręgu 
koła wielkiego przez swoją wysokość. 

165. Wniosek 2% Ponieważ czaszka jest to pas kuli- 
sty tylko o jednój podstawie, a więc powierzchnia czaszki 
równa się także iloczynowi z okręgu koła wielkiego przez jej 
wysokość. 

Solidomotrya. x 
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Twierdzenie. 


166. Taśma tak się ma do powierzchni kuli jak kąt tój 
taśmy do czterech kątów prostych, albo jak łuk mierzący 
taśmy do okręgu koła wielkiego. 

Założenie. Niech będzie taśma CA EBC (fig. 107), 
mam dowieść, że ona ma się do powierzchni kuli jak kąt 
CAE do czterech kątów prostych, albo jak łuk CZE będą- 
cy miarą kąta CAE do okręgu koła wielkiego C D. 


kąt 


Dowodzenie, Podzielmy okrąg koła wielkiego CD na 
pewną liczbę równych części, np. na 32 i przypuśćmy, że 
łuk CE ma takich części 7. 
Przez punkta podziału okrę- 
gu koła CD i bieguny Ai B 
poprowadźmy płaszczyzny, to 
one przeciąwszy się wzajem- 
nie podług osi A B przetną 
powierzchnię kuli po południ- 
kach i podzielą ją na 32 taśm, 
to jest na tyle, na ile równych 
* części podzielony został okrąg 
koła C D. 

Ponieważ miarą kąta zawartego między dwoma polu- 
dnikami, czyli kąta taśmy jest łuk koła wielkiego między 
bokami taśmy zawarty (n° 148), a łuki te, z powodu podzia- 
łu okręgu koła C D, są sobie równe, wszystkie więc kąty 
taśm a następnie i wszystkie 32 taśm są sobie równe. Ta- 
śma więc CAEBC zawiera w sobie 7 takich taśm, ja- 
kich 32 składają powierzchnię kuli; ma się zatóm: 


Fig. 107. 


1) CAEBC: Powierzehni kuli = 7 : 32 
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i podobnież łuk CE ma takich części 7, jakich okrąg koła 
CD ma 32, zatóm: 
2) CE: Okręgu koła = 7 : 32. 

W proporcyi 1) i 2) drugie stosunki są równe, zatóm 
i pierwsze złożą proporcyę, i będzie: 
CAEBC : Powierzchni kuli = CE : Okręgu koła C D 

A że łuk CE jest miarą kąta C A Æ (n° 148), a okrąg 
koła CD miarą czterech kątów prostych; ma się więc 
także: 
CAEBC: Powierzchni kuli=C A E : 4** kątów prostych. 

Gdyby łuk CE nie był współmierny z okręgiem ko- 
ła CD, to tak samo jak o kątach dwuściennych (ne 44) 
dowiedlibyśmy egzystencyi założonćj proporcyi. A więc 
taśma tak się ma do powierzchni kuli i t.d. co było do 
okazania. 


167. Wniosek 1” Powierzchnie taśm maja się do siebie 
jak ich kąty. 

Nazwawszy powierzchnię jędnćj taśmy przez P a jéj 
kąt przez A, powierzchnię drugićj taśmy przez P’ a jéj 
kąt przez A’, to będzie się miało: 

P : Powierzchni kuli = A : 4* kątów prostych, i 

I” ; Powierzchni kuli = A’: 4% kątów prostych. 

W tych dwóch proporcyach następniki jednćj proporcyi są 


równe następnikom drugićj, więc poprzedniki złożą pro- 
porcyę, i będzie: 
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168. Wniosek 27% Wziąwszy za jedność do mierzenia 
powierzchni wielokątów kulistych, trójkąt kulisty trzypro- 
stokątny, który jest (ne 158) š częścią powierzchni kuli, 
powierzchnia ta wyraża się przez 8. 

Oznaczywszy teraz powierzchnię taśmy przez P, a jéj 
kąt przez A, będzie podług poprzedzającego (n° 166): 

P:8 ='4:4 
czyli: 

| REDA" NU I 
zkąd: 


to jest, powierzchnia taśmy równa się dwa razy w 
Jej kątowi. 


Uwaga. Używając tego wyrażenia, pamiętać należy, 
że w nićm są dwie jednostki porównania, to jest trójkąt 
trzyprostokątny czyli $ część powierzchni kuli i kąt prosty 
czyli 90°. Dla tego wyrażenie to wysłowićby się jeszcze 
dało w ten sposób: Powierzchnia taśmy zawiera w sobie 
tyle trójkątów kulistych trzyprostokątnych lub części jedne- 
go z nich, ile dwa razy wzięty kąt taśmy zawiera w so- 
bie kątów prostych lub części kąta prostego. 


Wysłowienie to da się wyrazić przez proporcyę: 
P:1 = 2A.: 90" 


Tak np., gdyby kąt taśmy był równy 60°, toby się miało: 


P:1 = 2x60: 90 
zkąd: 
2 X 60 120 4 e 
a 90 7 90 ~ g trójkąta ku- 


listego trzyprostokątnego wziętego za jedność. 
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Ponieważ trójkąt kulisty trzyprostokątny jest s czę- 
ścią powierzchni kuli (ne 158), a okazało się że P= 3 
tego trójkąta, to toż P względem całćj powierzchni kuli 


będzie ośm razy mniejsze, czyli będzie: 


4 > 1 "EPE: waw: 
= ._ całój powierzchni kuli. 


EE = 
BE OR 124 6 


Do tego samego wypadku przyjść można na mocy 
powyższego twierdzenia (ns 166), porównywając taśmę 


wprost z powierzchnią kuli, która się równa 4 Tr” 
(ne 163). Ma się albowiem: 
P: 4r* = 60: 360 
czyli: 
P:43lr*" = 1:6 
zkąd : 


4%r? 2 p, 
Z o ada 
Lecz kiedy 4JTr* oznacza całą powierzchnię kuli, to 


Tr?’ oznacza q cześć tejże powierzchni, a że z ostatnie- 


2 2: „l - 
go równania P = -> 9Tr*, więc jest równe 5 z 4 czyli 
3 3 
2 1 
12 albo G powierzchni kuli. 


169., Wniosek 3> Poprowadziwszy na powierzchni kuli 
dwa południki, których płaszczyzny są do siebie prostopa- 
dłe, to na powierzchni kuli utwórzą się taśniy mające kąty 
proste: 
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Oznaczywszy powierzchnię takićj taśmy przez P, będzie: 


P: 4Tr’ = 90: 360 


albo : 
P ERr = AE 4 
zkąd: 
„2 
Pe zz: = Fr? 


to jest, że taśma prostokątna równa się powierzchni koła 
wielkiego i jest x częścią całćj powierzchni kuli. 
170. Wniosek 4% Porównywając taśmę prostokątną 
z trójkątem kulistym trzyprostokątnym wziętym za je- 
dność, będzie podług wniosku 2* (ne 168): 
i RZA = 24:90 
albo: 
P:1=2X90:90 


22 PSE 


zkąd: 
P=? 


czyli, że taśma prostokątna ma powierzchnią równą dwóm 
trójkątom trzyprostokątnym wziętym za jedność. 
Rzeczywiście, jeżelibyśmy kulę przeciętą dwoma połu- 
dnikami do siebie prostopadłemi, przecięli jeszcze kołem 
wielkićm prostopadłćm do wspólnćj osi południków, wów- 
czas, jak wiadomo (n° 158), cała powierzchnia kuli podzieli 
się na ośm trójkątów trzyprostokątnych, z których dwa 
którekolwiek składać będą taśmę prostokątną. 
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171. Wniosek 5% Qznaczywszy powierzchnię taśmy 
prostokątnćj przez P’, jéj kąt przez A’ i biorąc taśmę 
prostokątną za jedność do mierzenia powierzchni kuli- 
stych, a kąt prosty, jak zwykle, za jedność do mierzenia 
kątów, będziemy mieli (n° 167): 

Poz. = AAE 
albo: 
* 63 WG 4488 
zkąd: 
P=A 
czyli, że powierzchnia taśmy równa się jéj kątowi, jeżeli 
taśma prostokątna uważana jest za jedność. 

W samćj rzeczy okazaliśmy (n° 168), że kiedy trójkąt 
kulisty trzyprostokątny wzięty jest za jedność, to P= 24; 
a że taśma prostokątna jest dwa rązy większą od trójkąta 
trzyprostokątnego (ne 170), więc stosunek do jedności 
dwa razy większćj, jest dwa razy mniejszy, i dla tego P 
nie jest już równe 2 A, jak W porównaniu z trójkątem trzy- 
prostokątnym, lecz tylko równe A. 


Twierdzenie. 


172. Powierzchnia jakiegokolwiek trójkąta kulistego ró- 
wna się przepełnieniu kulistemu. 

Założenie. Niech będzie trójkąt kulisty A B C (fig. 108), 
potrzeba dowieść, że jego powierzchnia równa się nadmia- 
rowi jego trzech kątów A, B i C nad dwa kąty proste. 

Dowodzenie. Przez punkta Ai B, AiC oraz CiB 
przeprowadzam koła wielkie (n 138) ABabA, ACacĄ 
i CBebC, czyli dopełniam okręgi kół wielkich. 


ych 
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łuki AB, AC i CB stanowią boki danego trójkąta ku- 
listego A BC i uważam że A ba = Bab jako półokręgi 
jednego koła; odjąwszy więc od 
obydwóch wspólny łuk Ba, po- 
zostanie A b = ab. 

Podobnież jest A Ca=Cac 
jako półokręgi jednego koła, 
a odjąwszy od obydwóch wspól- 
ny łuk Ca, pozostanie A C=ac. 
Tak samo okazać można, że jest 
CB=cb. Więc dwa trójkąty 
symetryczne A BC i abe mają- 
ce po trzy boki odpowiednie równe, są sobie równe (n° 162). 


Fig. 108. 


Koło ABabA podzieliło kulę S na dwie półkule: 
wierzchnią i spodnią. 

Powierzchnia półkwli wierzchnićj składa się z taśmy 
A BaC A, z trójkąta kulistego a Ch i z trójkąta kuliste- 
go AbC, jest więc: 


1) Pow. półkuli wierz. = taśmie ABa C A +aCb+AbC 


Lecz trójkąt kulisty a (b równy jest taśmie CbcaC, 
którój część bca, jak to figura pokazuje, leży na półkuli 
spodnićj, mnićj trójkątem kulistym abc; a że abe=A BC 
z dowiedzenia, więc jest: 


2) aCb = taśmie CbeaąaC — ABC 
Tak samo trójkąt kulisty 
3) AbC = taśmie AbCBA — A BC 


Wstawiając w równanie 1) za aCb iza AbC ich war- 
tości 2) i 3), będzie: 
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4) Powierzchnia półkuli wierzehn: 
= taśmie A Ba CA + tas. Checa CAB C F tas. ALCBA—ABC 


Lecz wiadomo, że uważając trójkąt kulisty trzyprosto- 
kątny za jedność do mierzenia powierzchni kulistych, po- 
wierzchnia kuli wyraża się przez 8 (n° 158), jest zatóm: 
5) Powierzchnia pół kuli = 4 
6) Powierzchnia taśmy ABaCA=2A (w 168) 
7) » >  Gbcu0:=2C 
8) z » ALCBA=2B 


W równaniu więc 4) położywszy zamiast powierzchni pół 

kuli, powierzchni taśmy ABaCA, powierzchni taśmy 

ObeaC i powierzchni taśmy AŁCBA, ich wartości 

5), 6), 7) i 8), to będzie: 
4=241+2C+2B—2ABC 

Przenosząc w tém ostatnićm równaniu (—2 ABC) na 

pierwszą, a 4 na drugą stronę, będzie: 
24BC=24+2B+2C—4 

czyli: 


ABC=A+B+C-—3 
Oznaczywszy powierzchnię jakiegokolwiek trójkąta kuliste- 
go, np. trójkąta A B C przez T, otrzymamy: 
T=A+B+C—2 

W tém ostatnićm równaniu 4, B i C oznaczają w ogól- 
ności trzy kąty danego trójkąta kulistego, a 2, są to dwa 
kąty proste czyli 180". 
Lecz A+B+0(>180" (ne 156), a więc A+B+C — 180° 
oznacza przepełnienie kuliste. 
Zatóćm powierzchnia jakiegokolwiek trójkąta kulistego ma za 
miarę it. d. co było do okazania. 


Salidometryn. 
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173. Wniosek. Oznaczywszy powierzchnie dwóch trój- 
kątów kulistych przez 7 i t, a ich kąty przez 4, B, C 
i a, b, c, będzie: 

T=A+B+ (C— 180 
t=a+b+c — 180 
a ztąd: 

T :t = A+B+C—180 : a+tb+c — 180° 
Przypuściwszy że ż jest trójkąt kulisty trzy-prostokątny 
wzięty za jedność, będzie: 

T:1 = A+B+C—180° : 90%+ 90" + 90” — 180° 
czyli: 
, ©:1=4A+B+C—180 : 90” 
Co pokazuje, że trójkąt kulisty jakikolwiek ma się do trójką- 
ta kulistego trzyprostokątnego, wziętego za jedność, jak prze- 
pełnienie kuliste do kąta prostego czyli do 90%; albo, że trój- 
kąt kulisty jakikolwiek ma w sobie tyle trójkątów kulistych 
trzyprostokątnych wziętych za jedność, lub tyle części takiego 
trójkąta, ile przepełnienie kuliste ma w sobie kątów prostych 
lub części kąta prostego. 
Z ostatnićj proporcyi wypada: 
„ At BFE 
A T 
Weźmy dla objaśnienia, że: 
KA = er 96, 147 
„ B= 70, 5, 24" 
» C =55} 4, 16” 


Zatém: 
A+B+C = 67", Y, 14" +0,5 
Więc: 
4+B+C—180 = 192, 18,54 — 180" 12°, 18, 54” 


24/+557,4/,16" = 192 ,18/,54' 
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Te 12°, 18,54”, czyli przepełnienie kuliste, wyrazić 
mogę albo w stopniach a wtenczas i kąt prosty wyrazi się 
* w stopniach, albo w minutach a wtenczas i kąt prosty wy- 
razić potrzeba w minutach, albo nakoniec w sekundach, 
a wtenczas i kąt prosty również w sekundach wyrażony. 
być winien. Itak 12°, 18’, 54” = 12,315 stopni, albo 
równe 738,9 minut, albo nakoniec równe 44334 sekund, 
a ztąd powierzchnia trójkąta kulistego, czyli: 

m 12,315 738,9 44334 277 „A 
T = "50 = 90x60 = 8056060 = 2000 ZE 
trójkąta kulistego trzy-prostokątnego, a tém samém : 


RUT IAU całój powierzchni kuli (1.168 
T= 20008 ~ 16000 C216 Powierzchni uli (no 158), 


a że powierzchnia kuli równa 4J r? (ue 163), więc: 

pa XATr _ 

JEJ 16000 = 
Przypuszczając np. r = 2 cale, będzie: 

217 X 3,14X4 _ 277X814 _ 
4000 ~ 1000 

— 869,78 

~ 1000 


T 
= 0,86978 cali kwadr. 


Twierdzenie. 

174. Powierzchnia wielokąta kulistego równa się nad- 
miarowi summy katów tegoż wielokąta nad dwa kąty proste 
wzięte tyle razy, ile wielokąt ma boków mniéj dwa, czyli ró- 
wna przepełnieniu kulistemu. 

Założenie. Niech będzie pięciokąt kulisty ABCDE 
(fig. 109), potrzeba dowieść, że jego powierzchnia równa 
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się nadmiarowi summy kątów A, B, C, Di Æ nad dwa 
kąty proste wzięte tyle razy, ile wielokąt dany ma 
boków, mnićj dwa, to jest wzięte trzy razy; Czyli 
mam dowieść, że powierzchnia pięciokąta kulistego 
ABCDE = A+B+C+D+E— 3X2 kąty proste, 
czyli mnićj 3X 180°. 

Dowodzenie. Z punktu A prowadzę w wielokącie da- 
nym tyle łuków wielkich przekątnych ile się da, to jest 
dwa AC i AD. Łuki te podzie- 
lą pięciokąt dany na trzy trój- 
kąty kuliste ABC, ACD 
i ADE. Chciawszy więc obli- 
é powierzchnię danego pię- 
ciokąta kulistego, potrzeba na- 
przód obliczyć powierzchnię ka- 
żdego ze składających go tr 
Fig. 109. kątów i te powierzchnie dodać 

do siebie. 


Pow. trójk. kulis. ABC=a + B + c — 180° (nw 172) 
n»n » ACD=a+e' +d—180 
ADE=a'+d' + E— 180° 
A zatóm ABC+FACD+ADE czyli powierzchnia 
ABCDE=a+B+c+a+c+d+ad +d + E—180°—180°—180° 


A że: 
ara Fa = A 
a A N 
dtd =D 
— 180° — 180° — 180° = —3X180" 
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zatém: 
Powierzch. ABCDE =A+tD+C+D+E —3X180° 


"Po jest, że powierzchnia wielokąta kulistego równa się i t. d, 
co było do okazania. 


175. Wniosek. Oznaczywszy powierzchnię jakiegokol- 
wiek wielokąta, np. pięciokąta kulistego przez W, jego zaś 
kąty przez A, B, C, D i E, i oznaczywszy również po- 
wierzchnię trójkąta kulistego trzyprostokątnego przez t, 
a jego kąty przez a,b ic, będzie: A 


W=AtB+C+}D+E—3Xx180° 
=gtbhtke— i80 


a więc: 
W:t=A+B+CED+E—3X 180" : 90°+90°+90°—180° 


= A+B+C+D+E—3X 180" : 90* 


To jest, że wielokąt kulisty tak się ma do trójkąta kulistego 
trzyprostokątnego wziętego za jedność, jak nadmiar summy 
wszystkich kątów tegoż wielokąta nad dwa kąty proste wzięte 
tyle razy, ile wielokąt ma boków, mniej dwa, do kąta prostego 
tö jest do 90°, czyli, co na jedno wychodzi, że powierzchnia 
wielokąta kulistego zawiera w sobie tyle trójkątów trzypro- 
stokątnych wziętych za jedność, lub części tego trójkąta, ile 
nadmiar summy wszystkich kątów wielokąta nad dwa kąty 
proste wzięte tyle razy, ile wielokąt ma boków mnićj dwa, za- 
wiera w sobie kątów prostych lub części kąta prostego. 
Z proporcyi ostatnićj wypada: 
+ 'AŁBĘCHDEE—3X 1809 
E= a a = 
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Dla przykładu weźmy: 
A = 140 12 16” 
B = 117 34 — 
C = 143° 18 54 
D = 156° 30 28" 
E = 132 — 46” 
Zatóm: A+tB+C+D+E = 
140° 12 16" + 117° 34' + 1439 1S' 54" + 156° 30' 257 + 1327 46" 
= 6089 36 24 
Więc 4B+C+D+E—3X180= 
689° 36' 24” —540 = 149° 36 24" = 538584" 
a tém samém: 
_ 588584 22441 22441 _ | mu 
" 90X60X60  90X80X5 - 13500 189) 
trójkąta kulistego wziętego za jedność. 


Ww 


Odnosząc zaś powierzchnię danego wielokąta czyli W 
do powierzchni całćj kuli, która jest ośm razy większą od 
powierzchni trójkąta kulistego trzyprostokątnego (n" 158), 
będzie : 


W: 


22441 RABY AT I „AR* 
= 13500X8' 108000 SZEŚĆ! całćj powierzchni kuli. 
A że powierzchnia kuli równa się 4JTr* (w 163), 
więc jest: 
z 22441 x 4T r* 22441 Mr? 
V = "108000 = 27000. 
Przypuszczając wreszcie że promień kuli czyli 7, równy 
np. 3 cale, będzie: 
22441X3,14x9 22441 x3,14 _ 0464,74 _ 


**27000* 0  138000% 7/3000 
= 23,48824 cali kwadratowych. 
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Uwaga 1** Z rozwiązania tak tego, jak w poprzedza- 
jącóm twierdzeniu (n° 173) przykładu, widzimy, że dla 
otrzymania powierzchni czy trójkąta czy wielokąta ku- 
listego, trzeba przepełnienie kuliste, trójkąta czy wielo- 
kąta kulistego, dzielić przez kąt prosty wyrażony w sto- 
pniach, minutach lub sekundach, a to stosownie do tego 
w czém jest wyrażone przepełnienie kuliste. 


Uwaga 2% Twierdzenia na powierzchnię taśmy, trój- 
kąta i wielokąta kulistego, z powodu krótkości przyjętego 
powszechnie wyrażenia, zdają się być na pozór z prawdą 
sprzeczne, bo niepodobna wyobrazić sobie, aby jakabądź 
powierzchnia równała się miarze kątowéj. Lecz niepodo- 
bieństwo znika natychmiast, jak tylko weźmiemy na uwagę, 
co się już tyle razy wspomniało, że przy oznaczaniu po- 
wierzchni kulistych zachodzą dwie jedności, to jest trójkąt 
kulisty trzyprostokątny i kąt prosty, a cośmy po szczegó- 
le (ne 168, 173 i 175) objaśnili. 


Twierdzenie. 


176. Bryłowatość kuli równa iloczynowi z jéj powierz- 
chni przez trzecią część promienia. 

Dowodzenie. Jeżelibyśmy na powierzchni kuli nakre- 
ślili sieć trójkątów kulistych, tak iżby one zajęły całą po- 
wierzehnię kuli i były tak małe, że mogłyby być, bez wi- 
docznego uchybięnia uważane za trójkąty prostokreślne, 
i jeżeli wyobrazilibyśmy sobie wierzchołki tych trójkątów 
połączone ze środkiem kuli liniami prostemi; wówczas cała 
kula podzieliłaby się na tyle ostrosłupków trójkątnych ma- 
jących wierzchołki w środku kuli, ile trójkącików pomieści- 
łoby się na powierzchni kuli. Każdy taki ostrosłupek miał- 
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by za podstawę jeden z trójkącików składających powierz- 
chnię kuli, a za wysokość promień kuli. Chciawszy więc 
obliczyć bryłowatość kuli, potrzeba obliczyć bryłowatość 
każdego z tych ostrosłupków składających kulę i te bryło- 
watości dodać do siebie. 

Bryłowatość jednego z takich ostrosłupków równać się 
będzie š wysokości czyli 3 promienia kuli rozmnożonćj 
przez podstawę (n° 108). 

Bryłowatość drugiego równać się także będzie z pro- 
mienia rozmnożonćj przez podstawę drugiego; trzeciego 
3 promienia przez podstawę trzeciego i t. d. 

Dodawszy teraz wszystkie ostrosłupki do siebie, otrzy- 
mamy bryłowatość kuli, a dodawszy iloczyny cząstkowe 
wyrażające bryłowatości ostrosłupków, mićć będziem we 
wszystkich wspólny czynnik 3 promienia, a summa innych 
czynników stanowić będzie powierzchnię kuli. A zatóm 
bryłowatość kuli równa się iloczynowi z jéj powierzchni it. d, 
to było do okazania. 

Wiadomo, że powierzchnia kuli którćj promień jest 7, 
równa się 4 Tr? (n» 163), chciawszy zatém mićć bryłowa- 
tość kuli, potrzeba 430 r* pomnożyć przez 5 co daje Sr di 
Jest więc bryłowałość kuli równa iloczynowi z jój powierz- 


S ; ; PPE. 
chni przez trzecią część promienia, albo równa 3 Tr’. 


177. Wniosek 1% W podobny sposób okazać można, że: 


a) Brylowatos 
wi gtr: zecić 


ostrosłupa kulistego równa się iloczyno: 
esci promienia kuli przez powie: 
trójkata lub w ielokąta kulistego służącego mu za pod- 


shnię 


staę. 


http://rcin.org.pl 


— 201 — 


b) Bryłowatość ostrokręgu kulistego równa się iloczyno- 
części promienia kuli przez powierzchnię 
(j mu za podstawę. 


czaszki służ 

c) Bryłowatość klina kulistego równa się iloczynowi 
z trzeciej części promienia kuli przez taśmę służącą 
mu za podstawę. 

178. Wniosek 2% OQznaczywszy bryłowatość jednego 
ostrosłupa kulistego przez O, jego podstawę przez P, bry- 
łowatość drugiego ostrosłupa przez o, jego podstawę 
przez p, a promień kuli, którćj częściami są te ostrosłupy 
przez r, będzie podług powyższego (n° 177"). 

0=srxP o=;rXp 
a ztąd: 
0:0 = ;rXP:;zrXp 
podzieliwszy wyrazy drugiego stosunku przez 5 r, będzie: 
0:0=P:p. 
To jest: że w jednej kuli lub w kulach sobie równych, ostro- 
słupy kuliste mają się do siebie jak trójkąty lub wielokąty 
kuliste służące im za podstawy. 


Jeżeli więc podstawy dwóch ostrosłupów kulistych są 
sobie równe, to i ostrosłupy są sobie równe, a tém samém 
i kąty bryłowe- przy ich wierzchołkach położone są sobie 
równe; i nawzajem, jeżeli kąty bryłowe położone przy wierz- 
chołkach ostrosłupów kulistych są sobie równe, to i ostro- 
słupy i podstawy tych ostrosłupów są także sobie równe. 
A z tego wypada, że na ile części równych podzieli się kąt 
bryłowy będący przy wierzchołku ostrosłupa kulistego, na 
tyle téż równych części podzieli się i podstawa tegoż ostro- 
słupa; z czego znów wypada, że kąty bryłowe przy wierz- 
chołkach ostrosłupów kulistych, jednej kuli lub kul sobie ró- 
wnych, mają się do siebie jak podstawy tychże estrosłupów. 

Solidometrga. 26 
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179. Wniosek 3% Ostrosłup kulisty mający za podsta- 
wę trójkąt kulisty trzyprostokątny, jest otoczony trzema 
płaszczyznami wzajemnie do siebie prostopadłemi. Kąt 
trójścienny, przy wierzchołku tego ostrosłupa położony, 
który kątem bryłowym prostym nazwać można, użytym być 
może za miarę czyli za jedność do mierzenia wszelkich in- 
nych kątów bryłowych. I tak oznaczywszy kąt bryłowy ja- 
kiegokolwiek ostrosłupa kulistego, przy jego wierzchołku 
położony przez K, powierzchnię wielokąta służącego mu za 
podstawę przez P; oznaczywszy również kąt bryłowy pro- 
sty przez Ś, a powierzchnię trójkąta kulistego trzyprosto- 
kątnego przez 7, będzie: 

KS ZBP 
biorąc zaś S jako jedność do mierzenia kątów bryłowych, 
a T jako jedność do mierzenia powierzchni kulistych, będzie: 

K:a:= Pzd 

zkąd: 
K=P 

Czyli, że kąt bryłowy przy wierzchołku ostrosłupa kulistego 
położony, równa się powierzchni wielokąta będącego podsta- 
tą tegoż ostrosłupa, to jest: jaką częścią trójkąta. trzy-pro- 
stokątnego jest wielokąt kulisty będący podstawą ostrosłupa 
kulistego, taką częścią kąta bryłowego prostego jest kąt bry- 
łowy będący przy wierzchołku tegoż ostrosłupa kulistego, 

Jeżeli więc przypuścimy, że P=3, to jest, że równe 
3 trójkąta kulistego trzyprostokątnego, toi X jest 3 kąta 
bryłowego prostego. 

180. Wniosek 4% Tak samo jak o ostrosłupach kuli- 
stych okazać można, że w jednćj kuli lub w kulach sobie 
równych, ostrokręgi kuliste mają się do siebie jak czaszki 
służące in za podstawy. 
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Oznaczywszy jeden ostrokrąg kulisty przez O, czaszkę 
służącą mu za podstawę przez C, jéj wysokość przez W; 
drugi ostrokrąg przez o, czaszkę służącą mu za podstawę 
przez c, jój wysokość przez w, a promień kuli przez r, 
będzie (n° 165): 

C=231rXW c=2?d1rXw 
a ztąd: 

0:0 = 23TrxW : 2ZErXw 
Podzieliwszy w téj ostatnićj proporcyi, wyrazy drugiego 
stosunku przez 2JTr, będzie: 

0:0= W: w. 
To jest, że ostrokręgi kuliste mają się jeszcze do siebie, 
jak wysokości czaszek służących im za podstawy. 
181. Wniosek 5% W jednej kuli lub w kulach sobie ró- 
wnych, kliny kuliste mają się do siebie jak taśmy służące im 
za podstawy. 


182. Wniosek 6% Klin kulisty ma się do swój kuli, jak 
taśma będąca podstawą klina kulistego do powierzchni kuli. 
A że taśma ma się do powierzchni kuli, jak kąt taśmy do 
czterech kątów prostych (ne 166), więc ma się klin kulisty 
do swćj kuli, jak kąt taśmy służącćj za podstawę temu kli- 
nowi do czterech kątów prostych. 


Twierdzenie. 


183. Jeżeli prostą długości ogranic: zonij, weźmiemy za 
cą i obracać ją będziemy około innćj pwostćj na tejże 
samćj płaszczyznie leżącćj, wziętćj za oś, to powierzchnia 
przez obrot téj tworzącćj powstała, równać się będzie iloczy- 
nowi z okręgu koła mającego za promień prostopadłą do 
tworzącej ze środka jéj wyprowadzoną a kończącą się na ost, 
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przez część tejże osi zawarta między prostopadłemi z końców 
tworzącćj na oś spuszczonemi. 

Tu mogą być trzy przypadki, to jest: 

"1" Albo tworząca może być równoodległą od osi. 

2° Albo tworząca może się jednym końcem dotykać osi. 

3” Albo wreszcie tworząca może mieć względem osi po- 

łożenie jakiekolwiek. 

Założenie. Co do 15% Niech będzie (fig. 110) prosta 
A B tworząca, obracająca się około osi PQ i od nićj równo- 
odległa; potrzeba dowieść, że powierzchnia przez obrot pro- 
stój AB powstała, równać się będzie iloczynowi z okręgu 
koła mającego za promień linię C D prostopadłą do prostćj 
AB i ześrodka jéj wyprowadzoną, a kończącą się na osi PQ, 
przez część osi GH zawartą pomiędzy prostopadłemi A G 
i BH z końców tworzącćj A B na oś 
PQ spuszczonemi. 

Dowodzenie. Ponieważ tworząca 
AB jest z założenia równoodległą 
od osi PQ, to ona zakreśli powierz- 
chnię boczną walca prostego A B EF, 
którego wysokością jest linia GH, 
a podstawami koła AF i B E mające 
za promienie linie AG i BH. Po- 
wierzchnia ta równa się okręgowi ko- 
ła BH rozmnożonemu przez GH 
(w78), a że BH = CD, zatóm po- 

Fig. 110. wierzchnia AB=Okr. koła CDX GH. 

Założenie. Co do 27 Niech tworząca AB (fig. 111), 
dotyka się jednym końcem swoim np. A osi PQ, to za- 
wsze dowieść potrzeba, że powierzchnia utworzona przez 
obrot prostój AB około osi PQ równa się okręgowi koła 
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mającemu za promień prostę C D prostopadłą do tworzącćj 

AB iz jéj środka C wyprowadzoną aż do spotkania się 

z osią PQ w punkcie 7), rozmnożonemu 

lé przez część osi AF zawartą między 

punktem A a prostopadłą B F z końca 

tworzącéj A B, to jest z punktu B na oś 
PQ spuszczoną. 

Dowodzenie. Ponieważ tworząca A B 
dotyka się jednym końcem, to jest pun- 
ktem A osi PQ, to ona w czasie obrotu 
zakreśli powierzchnię boczną ostrokręgu 
prostego B A E, którego wysokością jest 

E AF, a podstawą koło BE mające za 
promień BF. Powierzchnia więc AB, 
jako powierzchnia boczna ostrokręgu pro- 


Fig. 111. stego równa jest = X Okr. B F (ne 102) 


albo równa AB X REP 


Lecz poprowadziwszy cG równoodległą od B F, z po- 
dobieństwa trójkątów ACG i ABF wypada: 
AC:AB = CG: BF 
a że AC jest z wykreślenia połową AB, więci CG jest 
Okr. BF 


2 , 


połową BF, zatćm Okrąg CG = 


mają się do siebie jak promienie. 


bo okręgi kół 


Poprzednio było : 
Okr. BF 
2 


Powierzchnia A B = AB X 


jest więc teraz: 
1) Poyierzchnia AB = A B X Okr. C G. 
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Dwa trójkąty ABF i DCG mają boki odpowiednie 
do siebie prostopadłe, to jest bok ÆA B do CD, bok AF 
do CG i bok BF do GD, są więc sobie podobne, a za- 
tém ma się: 

AB: AF = CD: CG 


lecz: 

CD: CG = Okr. CD : Okr. CG 
więc: 

AB: AF = Okr. CD: Okr. CG 
zkąd: 


AB x Okr. CG = Okr. CD X AF 


W równanie 1) wstawiwszy za AB X Okr. CD do- 
piero co wynalezioną wartość Okr. CD x AF, jest: 


Powierzchnia AB = Okr. CD x AF. 


Założenie. Co do 3%* Niech tworząca A B (fig. 112), 
ma jakiekolwiek położenie względem osi PQ, trzeba ró- 
wnież dowieść, że powierzchnia utworzona przez obrot pro- 
stój AB równa się okręgowi koła mającemu za promień 
prostą CD prostopadłą do tworzącćj A B i z jéj środka C 

p wyprowadzoną aż do spotkania się 
z osią PQ w punkcie D, rozmnożone- 
mu przez część osi Æ F zawartą między 
prostopadłemi AZ i BF z końców 
tworzącój AB, to jest z punktów 
AiB naoś PQ spuszczonemi. 

Dowodzenie. Linia A B, mając ja- 
| „kiekolwiek położenie względem osi 
PQ, utworzy przez swój obrot po- 


a wierzchuię boczną kloca ostrokręgo- 
Fig. 112. wego prostego A B./ H mającego 
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za podstawy koła AH i BJ mające promieniami proste 
AE i BE 

Jeżeli z punktu C poprowadzimy linię C'G prostopadłą 
do PQ a więc równoodległą od AE i BF, jest powierz- 
chnia kloca ostrokręgowego prostego, czyli: 

1) Pow. AB = Okr. CG X AB (n*119). 

Przez punkt Æ prowadzę prostą AK równoodległą od 
PQ, i uważam dwa trójkąty ABK i DCG, które mają 
boki do siebie prostopadłe, to jest bok AB prostopadły 
do CD, bok AK do CG i bok BK do GD, są więc so- 
bie podobne, a zatóm ma się A B : AK, aże AK=EF, 
więc: 

AB EF = CR: CG 


lecz: 

CD: CG = Okr. CD : Okr. CG 
zatóm: 

AB: EF = Okr. CD : Okr. CG 
zkąd: 


Okr. CG x AB = Okr. CDX EF. 
Wstawiwszy w równanie 1) za okrąg CGXAB do- 
piero co wynalezioną wartość Okr. CDX EF, jest: 


Pow. AB = Okr. CD Xx EF. 
A więc w każdym razie, jeżeli prostą długości ograni- 
czonej weźmiemy za tworzącą i t.d. co było do okazania. 
Twierdzenie. 


184. Objętość bryby utworzonćj przez obrot trójkąta oko- 
ło osi leżącćj na jego płaszczyznie i przechodzącćj przez jego 
wierzchołek, równa się iloczynowi z powierzchni jaką zakre- 
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śli podstawa obracającego się trójkąta przez trzecią część je- 
go wysokości. 

Tu mogą być cztery przypadki: 

1° Albo obracający się trójkąt, opiera się całym swym 

bokiem o oå i wysokość jego pada na samą podstawę. 

2 Albo opierając się bokiem swym o oś, ma wysokość 

padającą na przedłużoną podstawę. 

3° Albo podstawa obracającego się trójkąta ma jakie- 

kolwiek do osi położenie. 

49 Albo nakoniec, obracający się trójkąt ma podstawę 

od osi równoodległą. 

Co do 1% Jeżeli wysokość AD (fig. 118), pa- 
da na podstawę obracającego się trójkąta to jest na BC, 
to spuściwszy z punktu Æ prostę BÆ prostopadłą do 
AC, trójkąt ABC w obrocie swoim około osi PQ, 
utworzy 
bryłę ró- 
wną sum- 
mie dwóch 
ostrokrę- 
gów pro- 
stych, ma- 

F jących 
Fig. 113. wspólną 
podstawą koło B F zakreślone promieniem B Æ, a za wy- 
sokości proste AE i EC. 
Bryłow. Ostrokr. BFA = 39 BEX AE (w 111) 
Bryłow. Ostrokr. BFC = 41 BEx EC 


1) Objętość bryły AB CF = 
= Brył. Ostrokr. B FA + Brył. Ostrokr. B FC = 
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-ITBEXAB+ZABEXEC= 
;TBE(AE+EC)=3UBEXAC= 


= 11 X BEX BEX AC. 


Il 


Powierzchnia ostrokręgowa zakreślona podstawą B C 
równa się półowie okręgu RE rozmnożonćj przez two- 
rzącą BC (ns 102), to jest: 

Pow. BC = U BEXBC 
a mnożąc obie strony tego równania przez z AD, będzie: 
2) Pow.BCX3AD=34T X BEX BCX AD. 

W trójkącie A B C iloczyn z A CX BE, tak samo jak 

iloczyn z BOXA D, to jest iloczyn z podstawy przez wy- 


sokość, oznacza podwójną powierzchnię jednego trójką- 
ta ABC; więc te dwa iloczyny są sobie równe, czyli jest: 


BEXAC = BCXAD. 


Rozmnożywszy obie strony tego równania przez z 1 X BE 
otrzymamy: 
STXBEXBEXAC = ;3UTXBEXBCXAD. 


Lecz 4 UT XBEX BEXAC jest prawą stroną równa- 
nia l) a 3d xBEXBCXAD jest prawą stroną ró- 
wnania 2); więc w równaniach 1) i 2) drugie strony są 
sobie równe, zatém i pierwsze strony są także sobie ró- 


. wne. Jest więc: 
Objętość bryły ABCF = Pow. BOX3AD. 


n 


Solidometrya. 
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Co do 2% Jeżeli wysokość AD (fig. 114), pada na 
przedłużoną podstawę 3 C, to spuściwszy prostą BÆ pro- 
stopadłą do osi PQ, trójkąt A BC w obrocie swoim utwo- 
rzy bryłę AB CF równą różnicy dwóch ostrokręgów pro- 


Fig. 114. 


stych FABi FCB mających wspólną podstawę koło 
BF zakreślone promieniem BE a za wysokości pro- 
ste AE i CE. 
Bryłow. Ostrokr. BFA = 3 xB EX AE (w111) 
Bryłow. Ostrokr. BFC = ; TX BEX CE. 
1) Objętość bryły ABCF = 
= Brył. Ostrokr. BFA — Bryłow. Ostrokr. B FC = 
=INXBEXAE-30XBEXCE= 
= 1NXBE(AE-CE)=;XXBEXAC = 
=JNUXBEXBEXAC 
Powierzchnia ostrokręgowa zakreślona podstawą BC 


równa się połowie okręgu BE rozmnożonćj przez BC 
(ns 102), to jest: 


Pow. BC=M1XxBEXBC 


Rozmnożywszy obie strony tego równania przez 5 AD, 
będzie: 


2) Pow. BCX;AD=ZAUXBEXBCXAD 
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Lecz tak samo i dla tćj samćj przyczyny jak w poprze- 
dzającym przypadku, jest: 

* ACXRE = BERAD 
Rozmnożywszy obie strony tego równania przez ; T X BE 
otrzymamy: 

FWUXBEXBEXAC=S1TXBEXBCXAD 
„Z czego okazuje się, że drugie strony w równaniach 1)i 2) 
są sobie równe, a zatćm i pierwsze ich strony są także so- 
bie równe; czyli jest: 

Objętość bryły AB CF = Pow. BC X3 AD. 


Co do 3% Jeżeli podstawa trójkąta ABC to jest pro- 
sta BC (fig. 115), ma jakiekolwiek położenie względem 
osi PQ, to 
przedłuży- 
wszy tęż 
podstawę 
»"aBC aż do 

przecięcia 

się z osią 

PQ wpun- 

Fig. 115. kcie Æ, bry- 

ła BCAFG utworzona przez obrot trójkąta ABC, 
równać się będzie różnicy brył BEGA i CEFA. 

Lecz podług przypadku 1 

Objętość bryły BEGA = Pow. BE X 3 AD. 
Objętość bryły CEFA = Pow. CE X3 AD. 
Obj. bryły BCAFG = Obj. bryły BEGA —obj. br. CHFA= 
= Pow. BEX $ AD —Pow. CEX 5 AD= 
= (Pow. B £ —Pow. C £) 3 AD 


http://rcin.org.pl 


— Mo 


a że jak okazuje figura: . 
Pow. BE — Pow. CE = Pow. BC | 
więć: s 
Objętość bryły BCAFG = Pow. B0Xx$ AD. 
Nakoniec, co do £* Jeżeli trójkąt A BC (fig. 116*), 
ma podstawę B C równoodległą od osi PQ, to spuściwszy 


Fig. 116. 


z końców podstawy BC czyli z punktów B i C proste BE 
i CF prostopadłe do osi PQ, bryła BCAG H utworzona 
przez obrot trójkąta ABC jest różnicą między walcem 
GBCH utworzonym przez obrót prostokąta EBCF 
a summą dwóch ostrokręgów prostych GABi HAC 
utworzonych przez obrot trójkątów prostokątnych Æ BA 
i FCA. 
Objętość walca G B CH = Pow. koła GB X EE =. 
2 2 
=NBEXEF=ZRBEXEF (w 9%), 

Objęt. ostrokr. G A B = 3 Pow. koła GB X E A= 

=3TBEXEBA (w111) 
Objęt. ostrokr. MA C = 3 Pow. koła IC x AF= 

2 
=T FCX AF 
a że FC = BE, więc: 


*) Część JKL M została wyciętą dla pokazania wewnętrznego kształ- 
tu bryły. 
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A 
Otjętość ostrokręgu HAC = 3 UT BEX AF 
zatóm : 
Objęt. ostrokr. GAB + Objęt. ostrokr. HAC = 
=iUBEXEA+ TBE 'XAF= 


=ZUBE(BA+AF) = $UBEXEE. 


Ponieważ zaś, jak się wyżćj okazało: 
Objętość bryły BC AGH = 
= Objet. wal. G 3 CH —(0bj. ostrokr. GBA + Obj. ostrokr. HAC) 


więc wstawiwszy za objętość walca G BCH i za summę 
objętości ostrokręgów G BA i H AC ich wartości, jest: 
1) Objętość bryły BCAGH = 
=3;1kEXEF— IUBEXEF =3ABEX EP. 

Powierzchnia walcowa zakreślona przez obrot podsta- 
wy B © około PQ równa się iloczynowi z okręgu koła BG 
przez wysokość EF (us 78), czyli: 

Pow. BC = 2WREXEF 


Rozmnożywszy obie strony tego równania przez $ B E, jest: 


Pow. BCXĘBE = 3TBEXEF 
W tém równaniu i w równaniu 1) drugie strony są so- 
bie równe, zatćmej pierwsze są także sobie równe, czyli jest: 
Objętość bryły R CA G H = Pow. BCX3BE 
a że BE = AD, więc: 
Objętość bryły BCAGH = Pow. BC x 5 AD. 
Tak więc w każdym razie objętość bryły utworzonej przez 
obrot trójkąta około osi i t. d,- co było do okazania. 
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Twierdzenie, 


185. Objętość bryły zakreślonćj obrotem odcinka koła 
wielkiego około średnicy, równa się szóstej części walca ma- 
Jącego za promień podstawy cięciwę obracającego się odein- 
ka, a za wysokość c. rednicy zawartą pomiędzy prosto- 
padłemi z końców tejże cięciwy na średnicę spuszezonema. 

Założenie. Jeżeli odcinek A GBA (fig. 117), obracać 
będziemy około prostćj DS, to bryła BAGBKLJK 
obrotem tego odcinka zakreślona, równać się będzie 6 czę- 
ści walea mającego za promień podstawy cięciwę A B, a za 
wysokość ŒF, to jest część średnicy zawartą pomiędzy 
dwoma prostopadłemi AF i BE, z końców cięciwy A 5 
na średnicę spuszczonemi. 

Dowodzenie. Prowadzę promienie AS, BS, KS, JS 
i nadto promień GS prostopadły do cięciwy AB, a więc 
dzielący ją w punkcie © na 
dwie równe części. 

Bryła zakreślona obro- 
tem wycinka A GBS około 
średnicy jest różnicą po- 
między ostrokręgiem kulistym 
ABDKJS a takimże ostro- 
kręgiem B DKS. 

Bryło. ostrokr. kulis. ABDKJS = czaszce ABDKI X Z AS (mIT74) 
Bryłow. ostrokr. kulist, BKS = czaszce BDK X 4 AS 

Objętość bryły AGBSKLJ = 
= Bryt. ostrkr. kul. ABDKJS— Brył. ostrkr. kul. BDKS = 
= czaszce A BDKJ X 3 AS — czaszką BDKX3AS= 
= (czaszce A BDKJ — czaszką BDK) 3 AS = 
== Powierzchni pasa kulistego AG BK LJ X 3 AS. 


Fig. 117. 
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Pow. pasa kulis. AGBKLJ = Okr. koła ASX EF = 
=2 TASXEF (w 165) 
zatóm: 
1) Objęt. bryły AGBSKLJ=21I ASXEFX3AS= 
=; T ASX EF. 

Bryła A BSKJ utworzona przez obrot trójkąta A B S 
około prostéj D S równa się powierzchni A.B rozmnożonéj 
przez $ CS (n 184, Przypadek 3), czyli: 

Objętość bryły A B SKJ = Pow. AB X 3 CS 
lecz powierzchnia A B jako utworzona przez obrot prostćj 
AB długości ograniczonćj, około osi DS, równa się 
Okr. koła SC rozmnożonemu przez EF -(w 188, Przypa- 
dek 3); czyli: 

Pow. ABR = Okr. koła SCX EF = 20 SCXEF 
zatóm : 
2)  Objęt. bryły ABSKJ = 2T SCX EF x4 SC= 

i. = 4 T SCX EF. 

A że bryła B AGBKLJK zakreślona obrotem odcin- 
ka AGBA jest równa bryle AGBSKLJ wniéj bry- 
łą ABSKJ, wstawiwszy więc za te bryły ich wartości 
1) i 2), będzie: 

Objętość bryły BAGBKLJK= 

=3NASX <EF-Z3U SCXEF= ;T(AS—SC ) EF. 

W trójkącie prostokątnym ASC jest: 

32 
AĆ= CE = wę 


2 2 
AS-SC = 


T aef 
wstawiwszy więc w ostatnie równanie za AŚS— SC do- 


AB 
piero co wynalezioną wartość 4 > jest: 
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Objętość bryły BAGBKLJK = 
2 


NABxEF=XNABXEF 


a że JT ABX X EF oznacza bryłowatość walca, którego 
promień podstawy jest A B a wysokość EF (n*95), więc 
objętość bryły zakreślonćj obrotem odcinka koła wielkiego it. dh, 
co było do okazania. 


Twierdzenie. 


186. Lryłowatość kloca kulistego równa się połowie sum- 
my objętości dwóch walców, z których każdy ma za wysokośc, 
wysokość tegoż kloca, a za podstawy, jeden dolną a drugi 
górną podstawę kloca, powiększonćj objętością kuli mającej 
za promień połowę wysokości kloca danego. 

Założenie. Niech będzie kloc kulisty EHABKF 
(fig. 118), potrzeba dowieść, że jego bryłowatość równa 
się połowie summy bryłowatości dwóch waleów, z których 
każdy mieć będzie za wysokość D G, to jest wysokość klo- 
ca, a za podstawy, jeden koło ÆF podstawę dolną, drugi 
koło A B podstawę górną kloca, powiększonćj kulą mającą 
za promień połowę linii D G, to jest połowę wysokości kloca. 


Dowodzenie. Podług po- 
przedzającego twierdzenia 
(n 185), objętość bryły 
utworzonćj przez obrot od- 
cinka A H E A około śre- 
dnicy, czyli: 


Fig. 118. 
2 
1) Objętość bryły AZHABKFR=E1 AEX DG 
Objętość kloca BY sA EABF= 
=3NDG(E G+AD "ŁEGXAD) (w 120). 
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W tém ostatnićm równaniu na prawćj stronie jeden 

czynnik $ JT D G podzieliwszy przez 2, a drugi czynnik 
2 2 

będący w nawiasie, to jest EG+ AD+ EGXAD po- 

mnożywszy przez 2, iloczyn się nie zmieni i będzie: 

2) Objętość kloca ostrokręgowego FA BF = 

-2 RR 
= ;UDG(2EG+2AD+2EGXAD) 

A że objętość kloca kulistego Z HA BKF, jak figura 
okazuje, równa się bryle AFHABKFB więcćj klocem 
ostrokręgowym ZAB F, więc dodając do siebie równania 
1) i 2), otrzyma się: k 

3) Objętość kloca kulistego X HAB KF = 
= Objęt. bryły AEHABKFB + Obj. kloc. ostrkr. EABF= 
ż:TAEXDG+ AU DG (2 EG+2AD+2EGXAD)= 

2 a zs 
=£JVDG(4AE+2EG+24AD+2EGXAD). 

Poprowadziwszy linię AJ równoodległą od DG, to 
w trójkącie prostokątnym A JÆ, jest: 


2 2 2 
AE EJ + AJ 
lecz: 
EJZ EG-AD a AJ= DG 
więc: 
2 2 2 —2 —?2 
AE=(EG-AD)*+DG = EG+AD—2 EGXAD+DG 
=" 
Wyrażenie to kładąc zamiast A Æ w równanie 3), jest: 
Objętość kloca kulistego EHA BKF = 
= 590 DG (EG +AD-2 EGxAD+DGR2 EG+2 AD+2 EGXAD) = 
— f —3 —2 
=4 DG(3EG+3AD+DG) = 
Salidometrya. EJ 
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=14 BGXDG +14 4DX (DG + ADGA 
SITEGXDG+ITADXDG+ATDG= 


bó 
E 
Pay 


TEGXDG+3 TADXDG + 30X- 


=IUEGXDG+:RUADXDG +sax( 


Lecz TEG x DG oznacza bryłowatość walca mają- 
cego za podstawę koło ÆG a za wysokość DG, tak jak 
-3 
T AD X DG oznacza bryłowatość walca, którego podstawą 


D 
jest koło A D a wysokością D G (as 95), zaś $T xf z) 


DG 


oznacza bryłowatość kuli, którćj promieniem jest — 


(n° 176); więc bryłowatość kloca kulistego równa się t t.d. 
co było do okazania. 


187. Wniosek. Jeżelibyśmy przypuścili że jedna podsta- 
wa kloca kulistego jest zero, czyli że kloc kulisty zamienił 
się na odcinek kuli, to w takim razie, we wzorze: 

Objętość kloca kulistego = 
D Gy 

) 


r — 
=1AEGXDG+:1ADXDG+4x( 3 


położywszy np. A D = o (fig.118), będziemy mieli: 
Objętość odcinka kuli FHOKFE = 
2 DG 
=11EGxDG+4x(-;-) 
To jest, że objętość odcinka kuli równa się połowie walca 
mającego za podstawę i za wysokość, 
odeinka, powi 
sokości tegoż odeinka. 


podstawę i wysokość 
szondj kula mającą za promień połowę wy- 
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ROZDZIAŁ VII. 


O PODOBIEŃ 


WIE WIELOŚCIANÓW. 


188. Wielościany są podobne, gdy mają podstawy podo- 
bne i jednakową liczbę wierzchołków ułożonych w ten sposób, 
że połączywszy je z trzema odpowiedniemi wierzchołkami 
podstaw, utworzą się ostrosłupy trójkątne podobne. 

Jak w Planimetryi z warunków podobieństwa trójką- 
tów, przechodzi się do podobieństwa wielokątów, tak tóż 
i tu warunki podobieństwa ostrosłupów trójkątnych posłu- 
żą nam do poznania własności wielościanów podobnych. 
Zanim więc mówić będziemy o podobieństwie wielościanów, 
rozbierzemy warunki podobieństwa ostrosłupów trójkątnych. 


189. Ostrosłupy trójkątne sa podobne wtenczas, kiedy 
mają krawędzie odpowiednie proporcyonalne i jednakowym 
porządkiem ułożone. A z tego wypada, że ostrosłupy trój- 
kątne podobne, mają ściany odpowiednie podobne, kąty 
bryłowe odpowiednie równe a więc i nachylenie się ścian 
odpowiednich jednakowe. 

Dwa ostrosłupy trójkątne lub dwa wielościany podobne 
trzeciemu, są sobie podobne. 


190. Punktami odpowiedniemi wielościanów podobnych 
nazywamy punkta wyznaczone przez wierzchołki dwóch 
ostrosłupów podobnych i podobnie ułożonych. 
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191. Liniami odpowiedniemi w wielościanach podo- 
bnych nazywamy proste łączące punkta odpowiednie. ` 

192. Przecieciami odpowiedniemi w wielościanach po- 
dobnych nazywamy przecięcia przechodzące przez trzy 
punkta odpowiednie. 

Znak podobieństwa jest taki: o 


Twierdzenie. | 


193. W każdym ostroslupie płaszczyzna równoodległa 
od podstawy, odetnie od całego ostrosłupa, ostr osłup podobny 
danemu. 


Założenie, Niech będzie naprzykład ostrosłup pięcio- 
kątny A BCDEF (fig. 119), mam dowieść, że przecięcie 
abede równoodległe od podstawy ABCDE, odetnie od . 
całego ostrosłupa, ostrosłup abcdeF podobny danemu. 

aj Dowodzenie. Ponieważ pła- l 
1 szezyzna abcde jest równood- 
legł} od podstawy ABCDE, " 
więc przecięcia się tych dwóch 
płaszczyzn z trzecią np. z pła- A 
szczyzną AMB, to jest proste 
ABi ab są od siebie równood= i 
ległe (n° 27), Dla podobnéj przy- j 
czyny jest BO równoodległe | € 
od be, CD oded it. d., a tém | 
samém trójkąt A FB waFb, 
trójkąt BFECO0ŁPFe, trójkąt CFEDeeFd i t.d. 
Z podobieństwa trójkątów AFB i a Fb wypada 
1) AF:aFf = AB: ab FB: Fb 
Z podobieństwa trójkątów BFC i be wypada: 
2) FB: Fh = BC: be = FC: Fè 
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Z podobieństwa trójkątów CFD i cFd wypada: 

8) FC:Fe = CD:cd= FD: Få it.d. 

Z powodu stosunków wspólnych, wszystkie stosunki 
ciągi 1), 2), 3) it.d. składające są sobie równe, a że po- 
przedniki tych stosunków są to krawędzie danego ostrosłupa 
ABCDEF, a następniki są krawędziami ostrosłupa od- 
ciętego abede F, wszystkie więc krawędzie ostrosłupa 
ABCDEF są proporcyonalne do krawędzi ostrosłupa 
abedeF i jednakowo ułożone, dwa więc te ostrosłupy są 
sobie podobne (n° 189), A zatóm: w każdym ostroslupie 
płaszczyzna równoodległa i t. d, co było do okazania. 

194. Wniosek 1” Przez proste AF i FG przeprowa- 
dziwszy płaszczyznę (ne 3), ta przetnie się z podstawą 
ABCDE po prostej A G (ne 4), a z płaszczyzną abede 
po prostćj ag równoodległćj od AG (n*27); więc dwa 
trójkąty A F G i a Fg są sobie podobne, a zatóm ma się: 

AF:aF = LG: Fg. 

To jest: że w dwóch ostrosłupach podobnych, wysokości 
są proporcyonalne do krawędzi tychże ostrosłupów. 

195. IWniosek 2% Ponieważ ma się: 

FG: Fg = AF: af = CE:cF ita, 


więc: w ostrosłupie pleszczyzna równoodległa od podstawy, 


dzieli wysokość i krawęlzie tego ostrosłupa na części propor- 
cyonalne. 
Twierdzenie. 
196. Dwa ostrosłypy trójkątne, mające po dwie ściany 
odpowiednie podobne pdnakowo ułożone i po kącie dwu- 


ściennym między temi wianami zawartym równym, są sobie 
podobne. 
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Założenie. Niech będą dwa ostrosłupy trójkąt 
120), ABCD i abed, w których zakładan, że 
ABDoabd, ściana ACDooacd i jednalowo są wto- 
żone, nadto, że kąt dwuścienny między temi ścisnami 28- 
warty, to jest kąt BA DC=bade; mam dowieść, że 
te dwa ostrosłupy są sobie podobne. 


Dowodzene. Na boku 
D A od punktu D odeinam 
DE=da i pzez punkt Æ 
prowadzę płaszczyznę 
EFG równwdległą od 
ABC; więc jest trójkąt 
EDFOA DB, a że z zas 
łożenia trójkąt A D Bovadł, 
zatóm jest także trójkąt 
ED Fooadb. Ma się więc: 

ED: ad = EF: ab = DF:db 

A że z wykreślenia ZD =ad, więc jest i ZP= ab 
i DF=dh. Zatóm dwa trójkąty ZDM i adb mające po 
trzy boki równe, są sobie równe. 

Podobnież jest trójkąt EDG ~ ADC, a że z założe- 
nia trójkąt A D Oss ade, więc jest trójkąt EDG ~ ade. 
Z wykreślenia zaś jest £ D = ad, zatćm podobnie jak po- 
przednio, okaże się, że jest trójkąt EDG =adc. Dwa 
przeto ostrosłupy trójkątne Z FG D i abed mają ścianę 
EDF=adb, ścianę Æ D G = ale z dowiedzenia i po ką- 
cie dwuściemym FEDG czyli BADC i bade między 
temi ścianami zawartym z założenia równym, są C 50- 
bie równe (n° 59), a zatém i podobne. j 

Leez ostrosłup EFG D jako c odcięta od ostro- 
slupa ABCD płaszczyzną EFG rówmodległą od ABC 
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jest podobny ostrosłupowi A BCD (w 193), a że ostro- 
słup EFG D, jak się okazało, jest podobny ostrosłupowi 
abed, więc jest i ostrosłup ABCDooabcd. A zatóm: 
dwa ostresłupy trójkątne mające po dwie ściany odpowiednie 
podobne it. d, co było do okazania. 


Twierdzenie. 
197. Duca ostrosłupy trójkątne mające po jednćj ścianie 
podobnej i po dwa kąty dwuśeienne przy tejż 
i jednakowo ułożone, są sobie podobne. 


ścianie równe 


Założenie. Niech będą dwa ostrosłupy trójkątne (fig. 
120) ABCD i abed, w których zakładam, ściana 
ADQĆowade i że kąt dwuściemy BA DC= hade 
i BODA= beda; mam dowieść, że te dwa ostrosłupy 
są sobie podobne. 

Dowodzenie. Na prostćj AD od punktu D odcinam 
część DE = da i przez punkt Æ prowadzę płaszczyznę 
YPG równoodległą od ABC; jest więc ostrosłup trój- 
kąny EFG D© ABCD (w 193) a więc nachylenia 
się ścian odpowiednich mają jednakowe (ne 189), zatóm 
kąt dwuścienny FEDG= BADC, a że z założenia 

ADC=badc, przeto i FEDG=bade i również 
kąt dwuścienny FGDE=BCDA; a że z założenia 
BCDA = beda, więc jest kąt FGDE = beda. 
Trójkąt EDG © A DC, bo prosta EG równoodległa od - 
AC, a ponieważ trójkąt A DC © ad€ z założenia, więc 
i trójkąt ED G Wade. Z wykreślenia Æ D = ad, przeto 
trójkąt E DG=ade. Zatóm dwa ostrosłupy trójkątne 
EFGD i abed, mające po jednéj ścianie równćj i po 
dwa kąty dwuścienne przy tćj ścianie leżące równe, są so- 
bie równe (ne 60), a więc i podobne, a że ostrosłup Æ FG D 
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był także podobny ostrosłupowi A Z C D, więc jest i ostro- 
stup ABCD ~ abed. Czyli dwa ostrosłupy trójkątne ma- 
jace po jednej ścianie podobnej i t.d. co było do okazania. 
Wniosek. Dwa ostroslupy trójkątne mające po kącie trój- 
ściennym odpowiednim równym i po trzy ściany odpowiednie 
kąty ograniczające podobne i jednakowo ułożone, są sobie 
podobne. Kiedy bowiem mają po kącie t nnym ró- 
wnym, to mają i nachylenia się ścian odpowiednich jedna- 
kowe (n°61), a tóm samém sprowadzają się do jednego 
z dwóch poprzedzających przypadków (n» 196 i 197). 


też 


Twierdzenie. 

198. Wielościany podobne mają krawędzie i przekątne 
odpowiednie proporcycnalne i ściany odpowiednie podobne. 

Założenie. Nicch będą dwa wielościany podobne 
ABCDEFGH iabcdefgh (fig. 121), mam dowieść że 
one mają krawędzie i przekątne odpowiednie proporcyonal- 
ne i ściany odpowiednie podobne. 

Dowodzenie. Poprowadźmy przekątne AH, AF, DE, 
DF, CE, CH i CF, oraz odpowiednie im ah, af, de, 
df, ce, ch 
i ef. Ostrosłu- 
py ZFHA 
i efha jako 
tóż EFH D 
i efhd są 
podobne jako 
wyznaczające 
wierzchołki 
AiD oraz 
aid w wie- 
Fig. 121. lościanach po- 
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dobnych (n° 188), a tém samém ściana A FH oo a/fh, ścia- 
na DFHœdfh, kąt dwuścieeny DFHE=dfhe 
iAFHE=afhe (w 189). A zatóm: 
DFHE— AFHE = dfhe — afhe 
czyli kąt dwuścienny 
DFHA = djka. 

Dwa więc ostrosłupy trójkątne ADFH i adfh ma- 
jące po dwie ściany odpowiednie podobne i po kącie dwu- 
ściennym między niemi zawartym równym, są podobne 
(ne 196), a z ich podobieństwa wypada, że tak się ma: 

AH: ah = DF: df = AD:ad itd 

Tak samo uważając ostrosłupy trójkątne podobne 
KPHC iefhc oraz EFHA i efha it.d., dowiedzie- 
my, że ma się: 

AC: ac  CE:ce = AD:ad 'it.d. 

W dwóch powyższych ciągach, stosunek A D : ad jest 
wspólny, a ztąd wszystkie stosunki ciągi te składające są 
sobie równe, a zatóm krawędzie i przekątne w wielościa- 
nach podobnych są proporcyonalne. 

Podobieństwo ścian odpowiednich w danych dwóch 
wielościanach, wypada z proporcyonalności krawędzi i prze- 
kątnych odpowiednich, te bowiem wyznaczają trójkąty po- 
dobne ADC i adc, ABC i abe it. d., a z trójkątów 
podobnych tworzą się wielokąty podobne czyli odpowiednie 
ściany danych wielościanów. Dwa więc wielościany podo- 
bne mają krawędzie it. d. co było do okazania. 

199. Wniosek 1% Wielościany podobne dadzą się roz- 
dzielić na jednakową liczbę ostrosłupów trójkątnych podo- 
bnych ipodobnie ułożonych. Krawędzie bowiem ostrosłupów 
trójkątnych składających te wielościany, są krawędziami 


Sal w 
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lub przekątnemi tychże wielościanów, a jako takie są pro- 
poreyonalne i dają ostrosłupy trójkątne podobne (ne 189). 

200. Wniosek 2° Z podobieństwa ostrosłupów trój- 
kątnych składających wielościany podobne, wypada, że 
w wielościanach podobnych kąty bryłowe i dwuścienne je- 
dnego wielościanu są równe odpowiednim kątom bryłowym 
i dwuściennym drugiego. 


Twierdzenie. 

201. Ostrosłupy trójkątne mające po kącie bryłowym ró- 
wnym, mają się do siebie jak iloczyny z krawędzi tychże kątów. 
Założenie. Niech będą np. dwa ostrosłupy trójkątne 
ABCD i abed (fig. 122), mające po kącie trójściennym 
D id równym, mam dowieść, że będzie się miał ostrosłup 
ABCD:abcd= ADXBDXCD: adXbdxcd. 
Dowodzenie. Na odpowiednich krawędziach ostrosłupa 
większego to jest na prostych A D, B D i CD odcinam czę- 
ści ED, FD i G Drównekrawędziomad, bd icd iprowa- 
dzę płaszczyzny Æ F G, 
AFG i AGB. Płaszczy- 
zny te utworzą ostrosłu- 
py trójkątne EFGD, 

AFGD i AGBD. 
Ostrosłupy AB CD 
i AGBD można uwa- 
żać, że mają wierzchołek 
wspólny w punkcie 2, 
a wtenczas podstawy ich 
Fig. 122. będą trójkąty ACD 
i A GD leżące na jednćj płaszczyznie A C D, zatém ostrosłu- 
py te mają się do siebie jak podstawy (ue 110), to jest masię: 

ABCD: AGBD = ACD: AGD 
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a że trójkąt 
ACD:AGD=CD: GD czyli do cd, 
bo CD = cd z wykreślenia, więc jest: 
1) ABCD : AGBD = CD : cd 
Podobnież ostrosłupy A G B D i A F G D mające wierz- 
chołek wspólny w punkcie G a podstawy AB D i A FD ma 
jednéj płaszezyznie A B D, mają się do siebie jak podstawy, 
czyli ma się. AGBD:AFGD = ABD:AFD 
aże: ABD:AFD=BD:FDcczyli do bd, więc jest: 
2) AGBD:AFGD = BD :bd 
Nakoniec ostrosłupy AF G D i EFG D mające wierz- 
chołek wspólny w punkcie G a podstawy AF D i EFD na 
jednéj płaszczyznie A B D, mają się do siebie jak podstawy, 
czyli AFGD:EFGD = AFD:EFD 
a że znowu: AFD: EFD = AD: ED czyli do ad, 
więc ma się: 
3) AFGD:EFGD = AD:ad 
Proporeye 1), 2) i 3) mnożąc przez siebie i wyrazy 
pierwszego stosunku dzieląc przez ich wspólne czynniki, 
będzie: 
ABCD:EFGD=ADXBDXCD :adxbdxcd 
Lecz trójkąt ED F=adb dla tego, że bok E D=ad 
ibok F D=bd z wykreślenia a kąt Æ D F czyli A D B=adb 
z założenia. Dla podóbnéj przyczyny trójkąt FD G =b de 
i trójkąt £ DG =adc. Dwa więc ostrosłupy trójkątne 
EFGD i abcd mające po trzy ściany równe są sobie ró- 
wne (n° 61). Wstawiwszy więc w ostatnićj proporcyi za- 
miast ostrosłupa Æ FG D jemu równy abcd, jest: 
ABCD : abed = ADXBDXCD : adXbdXed. 
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Czyli: ostrosłupy trójkątne mające po kącie bryłowym ró- 
wnym it. d, co było do okazania. 


Twierdzenie. 


202. Ustrosłupy trójkątne podobne mają się do siebie 
jak sześciany z krawędzi odpowiednich. 

Założenie. Niech będą 
dwa ostrosłupy podobne 
ABCD i abcd (fig. 123), 
mam dowieść, że one mają 

C się do siebie jak sześciany 

z krawędzi odpowiednich, 
"ma Z 

to jest np. jak AD : ad 

Dowodzenie. Ponieważ 
ostrosłupy A BCD i abed 

Fig. 123 są sobie podobne, więc ma- 
ją kąty bryłowe odpowiednie równe (n° 189); jest więc kąt 
trójścienny D=d. A zatćm ma się (n° 201): 

ABCD:abcd= ADXBDXCD:adxXbdXcd, 
a że (ne 189): 
BD:bd = AD: ad 
CD :cd = AD: ad 
mnożąc przeto te trzy proporcye przez siebie i wyrazy od- 
powiednie dzieląc przez ich wspólne czynniki, jest: 


3 3 
ABCD : abcd = AD: ad 
Czyli, że ostrosłupy trójkątne it.d., co było do okazania. 


Twierdzenie. 


208. Wielościany podobne mają się do siebie jak sze- 
ściany z krawędzi odpowiednich. 
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Dowodzenie. Wiadomo, że wielościany podobne składa- 


ją się z jednakowćj liczby ostrosłupów trójkątnych podo- 


bnych i podobnie ułożonych (n° 199). 

Oznaczywszy więc jeden wielościan przez W a wielo- 
ścian jemu podobny przez w, oznaczywszy również ostro- 
słupy składające wielościan W przez O, O, O”, 0”...it.d., 
a ich krawędzie odpowiednie przez K, K’, K“, K”..it.d., 
i nakoniec Oznaczywszy ostrosłupy składające wielościan w 
przez 0, 0, it.d., a ich krawędzie odpowiednie 


przez k, k', t. d, będzie: 
g e =E ek” 
póz" „Kora KŻ 
1 
) o" = Kw: pz 
30 WEZWIE T pi d. 
A że krawędzie ostrosłapów OOO"; it. d. 


jako tóż ostrosłupów o, o', o”, o” it.d. są o 

lub przekątnemi odpowiedniemi w wielościanach podobnych 

W i w, a zatóm (n° 198), ma się: 

K:k=.K':k=K"': 

a tém samém: 

po ee e. ; a E a e E 
A więc w proporcyach 1) drugie stosunki są sobie ró- 

wne, zatóćm i pierwsze, są także sobie równe, czyli ma się: 

0:0 = 0:0 = 0" :0" = 0” :0” itd. 

W tym ciągu stosunków, ma się summa poprzedników 

do summy z następników, jak którykolwiek poprzednik do 

swego następnika; czyli będzie: 

0+0'+0"+0"-+..it.d : oto to to” +..it.d. = O: 0 


a że: 


= K”":k" itd 


Ozga! ZPR sk 
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więc będzie: 
O+O'+O"+O"+it.d. : oto +o'+o"+it.d = K*; ja, 


Lecz: . 

0+0'+0'+0"+ itd. = W 
zaś: 

0+o'+o" +o” +itd. = w 


Przeto jest: 
W:w=Ks:k* lubjak K*:k* = K'szj jtd. 

To jest, że wielościany podobne mają się i td., co było 
do okazania. 

204. Walce lub ostrokręgi są sobie podobne wtenczas, 
kiedy mają nachylenia osi do podstaw jednakowe i kiedy też 
osi są proporcyonalne do średnie lub promieni podstaw. 


205. Wszystkie kule są sobie podobne. 


Twierdzenie. 


206. Walce lub ostrokręgi podobne mają się do siebie 
Jak s 


ściany ze średnie podstaw lub z osi. 

Żałożenie. Niech 
będą np. dwa walce 
podobne ABCD 
Agi abed (fig. 124), 
mam dowieść, że one 
mają się do siebie jak 
sześciany ze średnic 
podstaw. 

Dowodzenie, Z pun- 
któw Æ i e spuszczam 
g proste EG i eg pro- 

stopadłe do podstaw A B i ab przez co utworzą się dwa 
trójkąty podobne ZFG i e fg, bo mają kąt F=f, gdyż 
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Di abcd z założenia są sobie podobne 
ką: G=y jako kąty proste. 
mają się do siebie jak kwadraty ze średnie, a więc 


walce 
(ne 20: 


ma się: 
1) Koło AB : Kołaab = AB: 
Z podobieństwa trójkątów EFG i efg ki. że ma się: 
EG :eg = EF:ef 
a że: EF:ef = AB:ab (ne 204) 
więc: 


e 


2) EG:eg = AB:ab 
Mnożąc proporcye 1) i 2) przez siebie, jest: 
5 
3) Koło ABXEG : KołaabXeg = AB: ab 
Lecz Koło ABX EG oznacza objętość walca A BCD 
(ne 95), tak samo jak Koło ab Xeg objętość walca abcd, 
zatóm ma się: g 
7 ABCD : abcd = AB: ab 
A że ma się: 


3 


AB: ab = FE: fe 
czyli: = 3 z A 
5) AB:ab = FE: fe 
=P -R 
W proporcyach więc 4) i 5) stosunek AB : ab jest 
wspólny, zatćm ma się także: 
Ayi 4 
ABCD : abcd = FE: fe. 
„Czyli, że walce podobne mają się do siebie i t. d., co by- 
ło do okazania. 
Gdybyśmy w proporcyi 3) wyrazy pierwszego stosunku 
podzielili przez 3, to mielibyśmy : 
Koło ABX EG „ Koła a ab Xeg_ 


a 
A B: ab. 
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ABX EG 


Lecz Koło —— Rami tak samo jak Koło — i 


oznaczają objętości ostrokręgów (n° 111), zatém ostr. sky 
podobne mają się do siebie i t.d., co także było do okazania. 


207. Oznaczywszy promień jednój kuli przez Z? a dru- 
gićj przez r, bryłowatość pierwszćj przez K, drugićj 
przez k, powierzchnię pierwszćj kuli przez P, drugićj 
przez p, nakoniec okrąg koła wielkiego pierwszćj kuli 
przez 0, a drugićj przez o, będzie: 


0O=2 TR, o=2 Tlr 

P=4TR, p=41r* 

K=$ TR, k=33r* 
a ztąd: 

D Oro = 298 2:27 


2) P:p= AAR :4Tr? 
3) K:k 80R*:$Tr* 
Wyrazy drugiego stosunku w proporcyi 1) podzieliwszy 
przez 2 T, w proporcyi 2) przez 4 JT, a nakoniec w pro- 
porcyi 3) przez $ JT, będzie: 


0:0 = R 
Pip = R* 
K:k=R 


Czyli, że okręgi kół wielkich mają się do siebie jak pro- 
mienie kul, powierzchnie kul jak kwadraty, i nakoniec kule 
„Jak sześciany z tychże promieni. 
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ROZDZIAŁ VIII. 


ZADANIA TEORETYCZNE I PRAKTYC: 


1 TEORETYCZNE. 


Przez punkt dany poprowadzić linię prostą, któraby 
się przecięła z dwiema innemi prostemi nie leżącemi 
na jednój płaszczyznie. 

Linia prosta równo nachylająca się do trzech prostych 
przechodzących przez jćj spodek i na jednćj płaszczy- 
zmie leżących, jest do tejże płaszczyzny prostopadłą. 
Jakie jest miejsce jeometryczne *) punktów w prze- 
strzeni równooddalonych od trzech punktów nie leżą- 
cych na jednćj linii prostój? 

Poprowadzić od linii danćj, równoodległą, któraby się 
przecięła z dwiema prostemi nie leżącemi na jednćj 
płaszczyznie. 

Linia i płaszczyzna prostopadłe do jednćj prostój, są 
od siebie równoodległe. 


*) Miejscem jeometrycznóm nazywa się zbiór punktów ułożonych we- 


dług pewnego prawa. I tak np. można powiedzićć, że okrąg koła jest to 
miejsce jeometryczne punktów równo oddalonych od punktu danego. 


Podobnież miejsce jeometryczne punktów równooddalonych od koń- 


ców danćj prostćj, jest prostopadła do tćj prostéj z jéj środka wyprowa- 
dzona i t. p. 


Solidometryn. w 
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6. Przez prostą daną poprowadzić płaszczyznę równoood- 
ległą od drugićj prostćj danćj. 

7. Jeżeli dwie płaszczyzny równoodległe będą przeczięte 
trzecią płaszczyzną, to kąty dwuścienne ostre, tak: sa- 
mo jak kąty dwuścienne rozwarte, będą między ssobą 
równe, a każdy ostry z rozwartym ważyć będą dlwa 
kąty proste. 

8. Kąty dwuścienne mające krawędzie równoodległe: są 
sobie równe lub spełniają się do dwóch kątów pro- 
stych, gdy w pierwszym razie mają ściany od siebie 
równoodległe, a w drugim do siebie prostopadłe. 

9. Dwie płaszczyzny prostopadłe do trzecićj, przeciho- 
dzące przez dwie proste od siebie równoodległe, są 
między sobą równoodległe. A ztąd rzuty *) dwóch 
prostych równoodległych, są od siebie równoodległe. 

10. Jeżeli prosta jest prostopadłą do płaszczyzny damćj, 
rzut tćj prostćj na inną płaszczyznę przecinającą się 
z płaszczyzną daną jest prostopadły do wspólnego 
przecięcia się tych płaszczyzn. 

11. Jakie jest miejsce jeometryczne punktów równoodda- 
lonych od dwóch płaszczyzn przecinających się z sobą? 

12. Jakie jest miejsce jeometryczne punktów równoodda- 
lonych od trzech ścian kąta trójściennego? 

13. Jakie jest miejsce jeometryczne punktów równoodda- 
lonych od trzech krawędzi kąta trójściennego? 


©) Rzutem punktu nazywa się spodek prostopadłćj z tego punkta na 
płaszczyznę daną spuszezonćj. 

Jeżeli przez prostę daną poprowadzimy płaszczyznę prostopadą do 
płaszczyzny danćj, to wspólne przecięcie się tych płaszczyzn będzie ruiem 
prostej danćj. Albo inaczćj, rzutem prostej d: jest miejsce jeometry- 
czne spodków prostpadłych spuszczonych z punktów danćj prostćj napła- 
szezyznę daną. 
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Płaszczyzny prostopadłe do ścian kąta trójściennego 
przechodzące przez krawędzie tymże ścianom prze- 
ciwległe, przecinają się w jednćj linii prostćj. 
Przeciąć kąt bryłowy czworościenny jakikolwiek pła- 
szczyzną, tak aby przecięcie było równoległobokiem. 
Nakreślić czworościan, znając położenie jednego pun- 
ktu z każdćj krawędzi. 

ścian, mając długość jego przekątnćj. 


Wyznaczyć wszystkie części sześcianu wystawionego 
na prostćj równćj summie dwóch innych prostych 
danych. 

Wyznaczyć wszystkie części sześcianu wystawionego 
na summie 3%, 4% lub n prostych danych. 

Zmaleźć w liniach prostych stosunek prostopadłościanu 
AXB xC do prostopadłościanu a x b X c. 
Nakreślić kulę przechodzącą przez trzy punkta dane, 
i styczną do płaszczyzny danćj. 

Nakreślić kulę przechodzącą przez trzy punkta dane, 
i styczną do kuli danćj. 

Wystawić walec, mający wysokość równą danćj, 
i w którymby powierzchnia boczna równą była sum- 
mie dwóch podstaw. 

Nakreślić ostrokrąg, styczny do kuli danćj, i którego- 
by objętość miała się do objętości kuli jak 3 do 1. 
Mając daną krawędź czworościanu foremnego, wyna- 
leźć objętość ośmiościanu, mającego swoje wierzchoł- 
ki w środkach krawędzi tegoż czworościanu. 

Z danćj krawędzi sześcianu, wyznaczyć objętość 
ośmiościanu, mającego swoje wierzchołki w środkach 
ścian tegoż sześcianu. 
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Z danćj krawędzi ośmiościanu foremnego wyzna- 
czyć objętość sześcianu, mającego swoje wierzchołki 
w środkach ścian tegoż ośmiościanu. 

Z danćj krawędzi sześcianu wyznaczyć objętość czwo- 
rościanu foremnego utworzonego z połączenia prze- 
kątnemi wierzchołków przeciwległych sześciu jego 
ścian. 

Z danćj krawędzi czworościanu foremnego, wyznaczyć 
objętość sześcianu utworzonego przez płaszczyzny 
poprowadzone przez każdą z sześciu krawędzi tegoż 
czworościanu równoodlegle od krawędzi im nie przy- 
ległych. 

Mając jedną z krawędzi dwudziestościanu foremnego, 
wyznaczyć jego powierzchnię. 

Nakreślić trójkąt kulisty, mając dane jego trzy boki. 
Nakreślić trójkąt kulisty, mając dane jego trzy kąty. 
Nakreślić trójkąt kulisty, mając dany jeden kąt, bok 
przyległy i summę dwóch innych boków. 

Nakreślić trójkąt kulisty, mając dany jeden bok, kąt 
przyległy i sammę dwóch innych kątów. 

Mając dany: jeden kąt, bok przyległy i różnicę dwóch 
innych boków, wykreślić trójkąt kulisty. 

Mając dany: jeden bok, kąt przyległy i różnicę dwóch 
innych kątów, wykreślić trójkąt kulisty. 

Dany wielokąt kulisty zamienić na trójkąt jemu ró- 
wnoważny. 

Wykreślić czworokąt kulisty równoboczny, mając dany 
jego kąt i powierzchnię. 
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Zo PRAKTYCZNE. 


Mając długość trzech krawędzi prostopadłościanu 
a = 3,3 stóp, b = 4,4 st, c = 5,5 st., znaleźć jego 
powierzchnię boczną B, całkowitą C i objętość Ob. 


(B=84,7st.D; C=113,74 st. ©; Ob. =79,86 st. kub.). 


Mając powierzchnię sześcianu równą 15,36 st. O, zna- 
leźć jego objętość Ob. 
(Ob. = 4,096 st. kub.). 


Ile osób przez dzień jeden wyżyć może, bez uduszenia 
się, w sali mającćj 12,5 metr. długości, 6 metr. sze- 
rokości i 3,2 metr. wysokości, wiedząc że człowiek 
potrzebuje dziennie 4 metry kub. powietrza. 

(Liczba osób = 60). 

Mając daną średnicę kloca dębowego = 0,5 metra, 
długość = 2,5 metr. i ciężkość gatunkową drzewa dę- 
bowego = 1,17, znaleźć jego objętość OD. i ciężar W 
w kilogramach. 

(Ob. =0,176625 metr. kub. = 176,625 decim. kub? 
W = 206,65125 kilogr). 

Mając dany bok podstawy graniastosłupa sześcioką- 
tnego foremnego równy 4 st. i wysokość tegoż grania- 
stosłupa równą 8 st., wynaleźć jego powierzchnię bo- 
czną B, całkowitą (, i objętość Ob.). 

(B=192 st.0; C=275,136 st.D; 0b.=332,544 
stóp kubicznych.). 

Znaleźć powierzchnię boczną B, całkowitą C i obję- 
tość Ob. ostrosłupa czworokątnego foremnego, wie- 
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dząc że bok podstawy = 6 stóp, a wysokość ostrosłu- 
pa = 4 st. 

(B=60 st.0; C=96st.D; Ob. =48 st. kub.). 
Znaleźć powierzchnię boczną B i całkowitą C kloca 
ostrosłupowego czworokątnego foremnego, wiedząc 
że bok podstawy dolnćj = 28 cali, górnćj 22 cale, 
a krawędź 5 cali. 

(B = 400 cali O; C= 1668 cali O). 

Znaleźć objętość kloca ostrosłupowego czworokątne- 
go foremnego, wiedząc że bok podstawy dolnćj = 5 
cali, górnój 2 cale, a wysokość 17,01 cala. 

Ob. = 221,13 cali). 

Znaleźć objętość kloca ostrosłupowego wielokątnego, 
wiedząc że jego wysokość = 9,6 stóp, podstawa 
mniejsza równa 2,25 st. O, i stosunek boku téj pod- 
stawy ż odpowiednim bokiem podstawy większćj ró- 
wny 3:4. 

(Oznaczywszy przez æ powierzchnię podstawy wię- 
kszćj, mamy najprzód æ : 2,25 =4*: 3%, zkąda=4. 
Objętość więc szukana będzie: 

3 (4 + 2,25 +V 4 X 2,25) 9,6 = 29,6 st. kub.). 
Znaleźć objętość Ob. kloca graniastosłupowego trój- 
kątnego, wiedząc że jego podstawa = 21 calom O; 
odległość pierwszego wierzchołka od tejże podstawy 
u=7,7; drugiego b =2,2; trzeciego c =5,5. 

(Ob. = 107,8 st. kub.). 

Znaleźć powierzchnię boczną B, całkowitą C i obję- 
tość Ob. walca prostego, wiedząc że okrąg jego pod- 
stawy = 62,8 cali, a wysokość 22 cale. 

(B = 1381,6 st. D; C =2009,6 st. ©; Ob. —6908 
stóp kubieznych ). 
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Znaleźć powierzchnię boczną B, powierzchnię całą C 
i objętość Ob. ostrokręgu prostego, którego tworząca 
równa 5 stóp, a wysokość 4 stopy. 

(3 =47,1 st. D; C= 75,52 st. OD; Ob. =37,68 
stóp kubicznych). 

Znaleźć powierzchnię boczną kloca ostrokręgowego, 
wiedząc że promień podstawy górnćj = 3 stopy, dol- 
néj 5 stóp, a tworząca 7 stóp. 

(Pow bocz. = 175.84 stóp O). 

Znaleźć objętość Ob. kloca ostrokręgowego, wiedząc 
że promień podstawy górnćj = 3 stopy, dolnćj 5 stóp, 
a tworząca 7 stóp. 

( Ob. = 344,03096 st. kub. ). 

Znaleźć promień r i powierzchnię P kuli ziemskićj, 
wiedząc że czwarta część jéj południka = 10 milio- 
nów metrów. 

(r = 6366200 metrów. 

P = 509296000 milionów metrów O). 

Jaka jest objętość Ob. kuli ziemskićj w myriametrach 
kubicznych i ciężkość jéj g w kilogramach, wiedząc 
że obwód jéj = 40 milionów metrów, a średnia cięż- 
kość gatunkowa = 4,5. 

( Ob. = 1080759000 myriametrów kubicznych. 

g = 4863420000000000000000000 kilogramów ). 
Znaleźć promień kuli r, którćj powierzchnia równa 
728,4926 stóp. 

(r = 7,61 stopy). 


Znaleźć promień kuli r mając jéj objętość ró- 
wną 904,32 cali knb. 
(r = 6 cali). 
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19. Znaleźć powierzchnię trójkąta kulistego, którego kąt 
4=85+17; B=103 +35% C=67 + 49 
a promień kuli = 3 stóp. 

(Szukana powierzchnia = 12,0576 stóp ©). 

20. Znaleźć objętość kuli opisanćj na sześcianie , którego 
krawędź = 2 stóp. i 
(Szukana objętość = 21,67404184 st. kub. ). 

21. Znaleźć objętość kloca kulistego, wiedząc że promień 
podstawy większćj R = 5 stóp, promień podstawy 
mniejszćj 7 = 3 st. a wysokość jego w = 4 st. 
(Szukana objętość = 247,01 st. kub. ). 


KONIEC. 
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